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CHƢƠNG I.  DÃY SỐ - CẤP SỐ CỘNG – CẤP SỐ NHÂN 

                             §1. PHƢƠNG PHÁP QUY NẠP TOÁN HỌC 

A. Kiến thức cần nhớ 

Nếu chứng minh mệnnh đề chứa biến A(n) là một mệnh đề đúng với mọi giá trị nguyên 

dương n, ta thực hiện như sau: 

 Bước 1: Kiểm tra mệnh đề đúng với n = 1. 

 Bước 2: Giả thiết mệnh đề đúng với số nguyên dương n = k tuỳ ý (k  1), chứng minh 

rằng mệnh đề đúng với n = k + 1. 

Chú ý: Nếu phải chứng minh mệnh đề A(n) là đúng  với mọi số nguyên dương n  p thì: 

 + Ở bước 1, ta phải kiểm tra mệnh đề đúng với n = p; 

 + Ở bước 2, ta giả thiết mệnh đề đúng với số nguyên dương bất kì n = k  p và phải 

chứng minh mệnh đề đúng vớ n = k + 1. 

B. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Chứng minh:       2 *
1 3 5 ... (2 1) ,  n N     (1)n n  

                      Giải 

Bƣớc 1: Khi n = 1, vế trái chỉ có một số hạng bằng 1, vế phải bằng 2
1 , vậy hệ thức (1) 

đúng. 

Bƣớc 2: Giả sử đẳng thức đúng với  1n k , nghĩa là: 

           2
1 3 5 ... (2 1)k k (giả thiết quy nạp) 

Ta chứng minh (1) cũng đúng với n = k + 1, tức là: 

              2
1 3 5 ... (2 1) [2( 1) 1] ( 1)    (*)k k k  

Thật vậy, từ giả thiết quy nạp ta có: 

vế trái của (*):              2 2
1 3 5 ... (2 1) [2( 1) 1] [2( 1) 1] ( 1)  k k k k k = vế phải của 

(*) 

Vậy hệ thức (1) đúng với mọi  *
 n N . 

Bài tập 2: Chứng minh rằng với mọi * 3

: 11n n n   chia hết cho 6. 

                                       Giải 

Với n =1, ta có:   + 11.1 = 12 chia hết cho 6. 

Ta phải chứng minh tính chất đúng với n = k+1. Thật vậy: 

            3 3

( 1) 11( 1) 11 12 3 ( 1)k k k k k k        . 
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Vì 3

11 12k k  chia hết cho 6 và ( 1)k k  là số chẵn nên 3 ( 1)k k  chia hết cho 6. 
3

11 12 3 ( 1)k k k k      chia hết cho 6 hay tính chất đúng với n= k+1. 

Vậy tính chất trên đúng với mọi *

n . 

 

                                                  BÀI TẬP: 

 

Baøi 1: Chứng minh rằng với mọi n  N*, ta có: 

a) 1 + 2 + … + n = 
( 1)

2

n n
  b) 2 2 2 ( 1)(2 1)

1 2 ...

6

n n n
n

 
     

c) 

2

3 3 3 ( 1)
1 2 ...

2

n n
n

 
     

 
  d) 2

1.4 2.7 ... (3 1) ( 1)n n n n       

e) 
( 1)( 2)

1.2 2.3 ... ( 1)

3

n n n
n n

 
      

f)
1 1 1

...

1.2 2.3 ( 1) 1

n

n n n

   
 

 

Baøi 2: Chứng minh rằng với mọi n  N*, ta có: 

a) 2 2 1
n

n   (n  3)    b) 2
2 2 5
n

n
    

c) 
2 2

1 1 1
1 ... 2

2 nn

       (n  2)  d) 
1 3 2 1 1

. ...

2 4 2 2 1

n

n n





 

e) 
1 1

1 ... 2

2

n

n

     f) 
1 1 1 13

...

1 2 2 24n n n

   
 

   (n > 1) 

Baøi 3: Chứng minh rằng với mọi n  N*, ta có: 

a) 3
11n n  chia hết cho 6.  b) 3 2

3 5n n n    chia hết cho 3. 

c) 2 2 2 1
7.2 3

n n   chia hết cho 5.  d) 3
2n n  chia hết cho 3. 

e) 2 1 2
3 2
n n   chia hết cho 7.   f) 13 1

n   chia hết cho 6.
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§ 2. DÃY SỐ 

A. Kiến thức cần nhớ 

1. Dãy số 

     
: *

( )

u

n u n


   

Dạng khai triển:   (un) = u1, u2, …, un, … 

2. Dãy số tăng, dãy số giảm 

   (un) là dãy số tăng   un+1 > un với mọi n  N*. 

       un+1 – un > 0 Với mọi n  N* 

                                            1
1

n

n

u

u

   với mọi n  N*  ( un > 0). 

   (un) là  dãy số giảm   un+1 < un với mọi n  N*. 

       un+1 – un< 0 với mọi n  N*  

                                             1
1

n

n

u

u

   với mọi n  N*  (un > 0). 

3. Dãy số bị chặn 

   (un) là dãy số bị  chặn trên   M  : un  M, n  N*. 

   (un) là dãy số bị chặn dưới  m  : un  m, n  N*. 

   (un) là dãy số bị  chặn  m, M  : m  un  M, n  N*. 

 

B. Bài tập áp dụng 

Bài tập 1: Viết năm số hạng đầu của dãy số (
n
u ) cho bởi công thức: 

                      
2 1

n n

n
u 


 

                                    Giải 

1 1

1
1

2 1

u  


; 
2 2

2 2

32 1

u  


; 
3 3

3 3

72 1

u  


; 
4 4

4 4

152 1

u  


; 
5 5

5 5

312 1

u  
   

Bài tập 2: Tìm số hạng tổng quát của dãy số: 

 

       
n

a) (u ) :1;2;4;8;16.

  
        

       

1

n

n 1 n

u 3

b) (u ) :

u 2u


 


  
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                                             Giải 

a) Ta thấy:  

 

1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 n 1

1 2 3 4 5 n
u 1 2 ;u 2 2 ;u 4 2 ;u 8 2 ;u 16 2 u 2

                
 

 

 Vậy  dãy  
nu  có số hạng tổng quát: n 1

n

2u
 . 

b) Ta thấy  1 2 3

1 2 1 3 2 4 3
u 3;u 2u 2.3 3.2 ;u 2u 2.6 3.2 ;u 2u 2.12 3.2           

 Vậy dãy  
n

u có số hạng tổng quát n 1

n
u 3.2

  

BÀI TẬP 

Baøi 1: Hãy viết 5 số hạng đầu của dãy số  (un) cho bởi: 

a) 
2

2

2 1

1
n

n
u

n





   b) 

( 1)

2 1

n

n

n
u

n

 



  c) 

2

1

1

n

n
u

n






 

d) 
1

3

n

n
u

 
  
 

   e) 2
cos

n
u n n    f) 

( 1)!

2
n n

n
u


  

Baøi 2: Hãy viết 5 số hạng đầu của dãy số (un) cho bởi: 

a)  
1 1

1
2, 1

3
n n

u u u


    b) 
1 2 2 1

15, 9,
n n n

u u u u u
 

     

c) 
1 1 2

2
0,

1
n

n

u u

u


 


  d) 
1 2 2 1

1, 2, 2
n n n

u u u u u
 

      

Baøi 3: Hãy viết 5 số hạng đầu của dãy số (un), dự đóan công thức số hạng tổng quát un 

và chứng minh công thức đó bằng qui nạp: 

a) 
1 1

1, 2 3
n n

u u u


     b) 2

1 1
3, 1

n n
u u u


     

c) 
1 1

3, 2
n n

u u u


   

d) 
1 1

1, 2 1
n n

u u u


     e) 
1 1

1, 7
n n

u u u


     

e)
1

5

4

u  ,
2

1
1




n
n

u
u  
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Baøi 4: Xét tính tăng, giảm của các dãy số (un) cho bởi: 

a) 
2 1

3 2
n

n
u

n





   b) 

4 1

4 5

n

n n
u





   c) 

( 1)

2

n

n
u

n





 

d) 
2

2

1

1
n

n n
u

n

 



  e) 2

cos
n
u n n    f) 

2

n

n
u

n


  

Baøi 5: Xét tính bị chặn trên, bị chặn dưới, bị chặn của các dãy số (un) cho bởi: 

a) 
2 3

2
n

n
u

n





   b) 

1

( 1)
n
u

n n




  c) 2
4

n
u n   

d) 
2

2

2

1
n

n n
u

n n




 
 e) 

2
2

n

n
u

n n n



 

         f) ( 1) cos

2

n

n
u

n

 

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§3. CẤP SỐ CỘNG 

 

A. Kiến thức cần nhớ 

1. Định nghĩa:(un) là  cấp số cộng  un+1 = un + d, n  N* (d: công sai) 

2. Số hạng tổng quát:  
1

( 1)
n
u u n d     với n  2 

3. Tính chất các số hạng:  1 1

2

k k

k

u u

u
 


  với k  2 

4. Tổng n số hạng đầu tiên: 

 1

1 2

( )

...

2

n

n n

n u u

S u u u


     = 1

2 ( 1)

2

n u n d     

 

B. Bài tập áp dụng: 

 

Bài tập 1: Xác định cấp số cộng (un) biết: 

5 9
u 19;u 35   

                      Giải 

Ta có: 5 1

9 1

u 19 u 4d 19(1)

u 35 u 8d 35(2)

    
 

   
 

Lấy (2) trừ đi (1): 4d =16d=4. 

Thế vào (1): 
1

u  3. Vậy 
1

u  3, d=4. 

 

BÀI TẬP 

Baøi 1: Trong các dãy số (un) dưới đây, dãy số nào là cấp số cộng, khi đó cho biết số 

hạng đầu và công sai của nó: 

a) un = 3n – 7   b) 
3 2

5
n

n
u


    c) 2

n
u n  

d) 3
n

n
u     e) 

7 3

2
n

n
u


    f) 1

2
n

n
u    

Baøi 2: Tìm số hạng đầu và công sai của cấp số cộng, biết: 

a) 1 5 3

1 6

10

17

u u u

u u

   


 
  b) 2 5 3

4 6

10

26

u u u

u u

   


 
  c) 3

14

15

18

u

u

  



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d) 7 3

2 7

8

. 75

u u

u u

  



   e) 7 15

2 2

4 12

60

1170

u u

u u

  


 

  f) 1 3 5

1 2 3

12

8

u u u

u u u

    



 

Baøi 3: a) Giữa các số 7 và 35 hãy đặt thêm 6 số nữa để được một cấp số cộng. 

b) Giữa các số 4 và 67 hãy đăt thêm 20 số nữa để được một cấp số cộng. 

Baøi 4: a) Tìm 3 số hạng liên tiếp của một cấp số cộng, biết tổng của chúng là 27 và tổng 

các bình phương của chúng là 293. 

    b) Tìm 4 số hạng liên tiếp của một cấp số cộng, biết tổng của chúng bằng 22 và 

tổng các bình phương của chúng bằng 66. 

Baøi 5: a) Ba góc của một tam giác vuông lập thành một cấp số cộng. Tìm số đo các góc 

đó. 

b) Số đo các góc của một đa giác lồi có 9 cạnh lập thành một cấp số cộng có công 

sai d = 3
0
. Tìm số đo của các góc đó. 

c) Số đo các góc của một tứ giác lồi lập thành một cấp số cộng và góc lớn nhất gấp 5 

lần góc nhỏ nhất. Tìm số đo các góc đó. 

Baøi 6: Chứng minh rằng nếu 3 số a, b, c lập thành một cấp số cộng thì các số x, y, z 

cũng lập thành một cấp số cộng, với: 

a)         2 2 2 2 2 2
; ;x b bc c y c ca a z a ab b    

b) 2 2 2
; ;x a bc y b ca z c ab       

Baøi 7: Tìm x để 3 số a, b, c lập thành một cấp số cộng, với: 

a) 2
10 3 ; 2 3; 7 4a x b x c x       b) 2

1; 3 2; 1a x b x c x       
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§4. CẤP SỐ NHÂN 

 

A. Kiến thức cần nhớ 

 

1. Định nghĩa:(un) là cấp số nhân  un+1 = un.q   với n  N* (q: công bội) 

2. Số hạng tổng quát:  1

1
.
n

n
u u q

   với n  2 

3. Tính chất các số hạng:  2

1 1
.

k k k
u u u

 
   với k  2 

4. Tổng n số hạng đầu tiên:  
1

1

1

(1 )

1

1

n

n

n

S nu vôùi q

u q
S vôùi q

q

  


  
   

B. Bài tập áp dụng: 

Bài tập 1: Tìm số hạng đầu và công bội của cấp số nhân 

                              

4 2

5 3

72

144

u u

u u

  


   

                                                   Giải 

Ta có: 
3 2

1 1 1

4 2 2 2

1 1 1

u .q u .q 72 u q.(q 1) 72 (1)

u .q u .q 144 u q .(q 1) 144 (2)

     
 

     

 

Chia (2) cho (1) ta có: q= 2. 

Thế vào (1) ta có: 
1 2

72
u 12

2.(2 1)

 


. 

Vậy
1

u 12;q 2  . 

BÀI TẬP 

Baøi 1: Tìm số hạng đầu và công bội của cấp số nhân, biết: 

a) 4 2

5 3

72

144

u u

u u

  


 
  b) 1 3 5

1 7

65

325

u u u

u u

   


 
  c) 3 5

2 6

90

240

u u

u u

  


 
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d) 1 2 3

1 2 3

14

. . 64

u u u

u u u

   



  e) 

1 2 3

1 2 3

21

1 1 1 7

12

u u u

u u u

   

   



 f) 1 2 3 4

2 2 2 2

1 2 3 4

30

340

u u u u

u u u u

    


   

 

Baøi 2: a) Giữa các số 160 và 5 hãy chèn vào 4 số nữa để tạo thành một cấp số nhân. 

     b) Giữa các số 243 và 1 hãy đặt thêm 4 số nữa để tạo thành một cấp số nhân. 

Baøi 3: Tìm 3 số hạng liên tiếp của một cấp số nhân biết tổng của chúng là 19 và tích là 

216. 

Baøi 4: a) Tìm số hạng đầu của một cấp số nhân, biết rằng công bội là 3, tổng số các số 

hạng là 728 và số hạng cuối là 486. 

     b) Tìm công bội của một cấp số nhân có số hạng đầu là 7, số hạng cuối là 448 và 

tổng số các số hạng là 889. 

Baøi 5: a) Tìm 4 góc của một tứ giác, biết rằng các góc đó lập thành một cấp số nhân và 

góc cuối gấp 9 lần góc thứ hai. 

b) Độ dài các cạnh của ABC lập thành một cấp số nhân.  

Chứng minh rằng ABC có hai góc không quá 60
0
. 

Baøi 6: Tìm bốn số hạng liên tiếp của một cấp số nhân, trong đó số hạng thứ hai nhỏ hơn 

số hạng thứ nhất 35, còn số hạng thứ ba lớn hơn số hạng thứ tư 560. 

Baøi 7: Số số hạng của một cấp số nhân là một số chẵn. Tổng tất cả các số hạng của nó 

lớn gấp 3 lần tổng các số hạng có chỉ số lẻ. Xác định công bội của cấp số đó. 

Baøi 8: Tìm 4 số hạng đầu của một cấp số nhân, biết rằng tổng 3 số hạng đầu là
148

9

, đồng 

thời theo thứ tự chúng là số hạng thứ nhất, thứ tư và thứ tám của một cấp số cộng. 

Baøi 9: Tìm 3 số hạng đầu của một cấp số nhân, biết rằng khi tăng số thứ hai thêm 2 thì 

các số đó tạo thành một cấp số cộng, còn nếu sau đó tăng số cuối thêm 9 thì chúng lại 

lập thành một cấp số nhân. 

Baøi 10: Tìm 4 số trong đó ba số đầu là ba số hạng kế tiếp của một cấp số nhân, còn ba số 

sau là ba số hạng kế tiếp của một cấp số cộng; tổng hai số đầu và cuối bằng 32, tổng 

hai số giữa bằng 24. 

Baøi 11: Tìm các số dương a và b sao cho a, a + 2b, 2a + b lập thành một cấp số cộng và 

(b + 1)
2
, ab + 5, (a + 1)

2
 lập thành một cấp số nhân. 

Baøi 12: Chứng minh rằng nếu 3 số 
2 1 2

, ,

y x y y z 
 lập thành một cấp số cộng thì 3 số x, 

y, z lập thành một cấp số nhân. 
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CHƢƠNG 2. GIỚI HẠN 

§ 5. GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ 

 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN 

I. GIỚI HẠN HỮU HẠN CỦA DÃY SỐ 

1. Định nghĩa 1. Ta nói dãy số (  ) có giới hạn là 0 khi n dần tới dương vô cực, nếu 

|  | có thể nhỏ hơn một số dương bé tùy ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 

Kí hiệu: 

   
    

                            

Như vậy, (  ) có giới hạn là 0 khi      nếu    có thể gần 0 bao nhiêu cũng 

được, miễn n đủ lớn. 

Định nghĩa 2. Ta nói dãy (  ) có giới hạn là số a (hay    dần tới a) khi     , nếu  

       (    )   . 

Kí hiệu:  

   
    

                            

2. Các giới hạn đặc biệt 

Từ định nghĩa suy ra các kết quả sau: 

 )    
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 )    
    

         | |     

 )          (            )                          . 

 Ghi chú 

                                
    

                                  . 

II. ĐỊNH LÍ VỀ GIỚI HẠN HỮU HẠN 

Việc tính giới hạn bằng định nghĩa khá phức tạp nên người ta thường áp dụng các 

công thức giới hạn đặc biệt nêu trên và định lí sau đây mà ta thừa nhận. 

Định lí 1 

 )                              

    (     )           

    (     )           

    (     )           

    .
  

  
/  

 

 
  (        )    

 )                                               √   √  

III. TỔNG CỦA CẤP SỐ NHÂN LÙI VÔ HẠN 

Cho cấp số nhân vô hạn (u n) có công bội q, với | |    tổng của cấp số nhân lùi 

vô hạn (u n) là: 

 

Chẳng hạn: Hai dãy số sau đậy là những cấp số nhân lùi vô hạn: 
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- Dãy số: 
 

 
 
 

  
 
 

  
     

 

  
    với công bội   

 

 
; 

- Dãy số:     
 

 
 
 

 
  

 

  
 
 

  
    . 

 

 
/
   

    với công bội    
 

 
  

Ví dụ 1:  

a) Tính tổng của cấp số nhân lùi vô hạn (  ), với    
 

  
. 

b) Tính tổng:   
 

 
 

 

 
 

 

 
    . 

 

 
/
   

   

                                              Giải 

a) Vì    
 

  
    

 

 
   

 

 
. Do đó 

  
 

 
 
 

 
 

 

  
   

 

  
   

  
   

 

 
 

  
 
 

 
 

 
  

b) Các số hạng của tổng lập thành cấp số nhân lùi vô hạn với         
 

 
  

Vậy 

    
 

 
 
 

 
 
 

 
   ( 

 

 
)
   

   
  

   
 

 

  . 
 
 
/
 
 

 
 

IV. GIỚI HẠN VÔ CỰC 
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1. Định nghĩa 

 Ta nói dãy số (un) có giới hạn là    khi      nếu un có thể lớn hơn một số 

dương bất kì, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 

Kí hiệu: 

                             

 Dãy số (un) được gọi là có giới hạn là    khi      nếu    (   )    . 

Kí hiệu: 

                             

Nhận xét 

            (   )       

2.  Một vài giới hạn đặc biệt 

  Ta thừa nhận định lí dưới đây: 

a)          (    ) 

b)               (   ) 

3. Định lí 

Định lí 2 

 )                                 
  
  

   

 )                                (     )                  
  
  

    

 )                                   (     )     
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B. BÀI TẬP ÁP DỤNG 

Ví dụ 1: Tính  

   
    

     
 

                                            Giải 

Chia cả tử số và mẫu số cho n, ta được  

    

     
 

  
 
 

   
 
 

 

      (  
 

 
)          

 

 
       

      (   
 

 
)     (  )     

 

 
         

       
    

     
    

  
 
 

   
 
 

 
    .  

 
 
/

   .   
 
 
/
 

 

  
 

Ví dụ 2: Tính  

   
     

    
 

                                   Giải 

Chia cả tử số và mẫu số cho
 
 n 

2
, ta được  



Tập bài giảng toán 3A                                    Trường CĐKT Lý Tự Trọng TP.Hồ Chí Minh 

 

Tổ Toán- Khoa Khoa học cơ bản Trang 15 
  

     

    
 

  
 
 

 
 
 
 
 
  

 

      (  
 

 
)          

 

 
       

      (
 

 
 
 

 
  )     

 

 
    

 

 
              

       
     

    
    

  
 
 

 
 
 
 
 
  

 
    .  

 
 
/

   . 
 
 
 
 
  /

 
 

 
   

Ví dụ 3: Tính 

   
√     

    
 

                                           Giải 

Ta có: 

   
√     

    
    

√  .
 
  

  /

    
    

  √
 
  

  

  .
 
 
  /

    

√  
  

  

.
 
 
  /

 
 

  
    

Ví dụ 4: Tính  

   
    

    
 

                                       Giải 
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Chia cả tử và mẫu cho n, ta được 

    

    
 
  

 
 

  
 

       .  
 

 
/       (  )        

    

    
    

  
 

 

  
  . 

Ví dụ 5: Tính  

   (       ) 

                              Giải 

Ta có 

          (  
 

 
 
 

  
) 

                (  
 

 
 
 

  
)      

    (       )       .  
 

 
 

 

  
/    . 

C. BÀI TẬP  

1. Tính các giới hạn sau:   

    )        
    

    
                                                          )     

       

     
   

    )    
       

     
                                                         )    

√       
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2. Tính các giới hạn sau: 

    )       (          )                                       )    (        )   

    )    (√      )                                                )    (√      ). 

3. Tính  

     
 

  
 

 

   
   

(  ) 

     
   

4.. Tính  

  
 

 
 (

 

 
)
 

 (
 

 
)
 

   (
 

 
)
 

   

5. Cho số thập phân vô hạn tuần hoàn               (chu kì 02). Hãy viết   dưới 

dạng một phân số. 
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§ 6. GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN 

 I. GIỚI HẠN HỮU HẠN CỦA HÀM SỐ TẠI MỘT ĐIỂM 

  1. Định nghĩa 

 Định nghĩa 1 

Cho khoảng K chứa điểm x0 và hàm số y = f(x) xác định trên K hoặc trên 

  *  +. 

Ta nói hàm số y = f(x) có giới hạn là L ( khi x dần tới x0, nếu với dãy số (xn) bất kì, 

     *  + và       ta có  (  )   . 

Kí hiệu: 

    
    

 ( )    

Nhận xét: 

         
    

                
    

    (             ) 

2. Định lí về giới hạn hữu hạn 

Ta thừa nhận định lí sau đây: 

Định lí 1: 

a) Giả sử               
    

 ( )               
    

 ( )   , ta có: 

       
    

, ( )   ( )-      

       
    

, ( )   ( )-      
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, ( )  ( )-      

       
    

 ( )

 ( )
 
 

 
   (    ) 

 )      ( )       
    

 ( )                  
    

√ ( )  √  

(Dấu của  ( ) được xét trên khoảng đang tìm giới hạn, với 

    ). 

 

3. Giới hạn một bên 

Định nghĩa 2: 

* Cho hàm số y= f(x) xác định trên khoảng (x0; b). 

Số L được gọi là giới hạn bên phải của hàm số y = f(x) khi       nếu với dãy số (xn) 

bất kì, x0 < xn < b và      , ta có  (  )   . 

Kí hiệu: 

         
    

 
 ( )      

* Cho hàm số y= f(x) xác định trên khoảng (a; x0). 

Số L được gọi là giới hạn bên trái của hàm số y = f(x) khi       nếu với dãy số (xn) 

bất kì, a < xn < x0 và      , ta có  (  )   . 

Kí hiệu: 

         
    

 
 ( )     

Ta thừa nhận định lí sau: 

Định lí 2 
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 ( )              
    

 
 ( )        

    
 
 ( )     

Ví dụ 3: Cho hàm số  ( )  {              
            

 

Tìm  

         
    

 ( )           
    

 ( )              
   

 ( )    (nếu có). 

                                           Giải. 

Ta có. 

         
    

 ( )      
    

(    )           

         
    

 ( )      
    

(    )   . 

Như vậy 

   
    

 ( )     
    

 ( )       
   

 ( )                  

II. GIỚI HẠN HỮU HẠN CỦA HÀM SỐ TẠI VÔ CỰC 

Định nghĩa 3: 

a) Cho hàm số y= f(x) xác định trên khoảng (a;  ). 

Ta nói hàm số y = f(x) có giới hạn là số L khi      nếu với dãy số (xn) bất kì, x0 < xn 

< b và      , ta có  (  )     

Kí hiệu:  

         
    

 ( )     

b) Cho hàm số y= f(x) xác định trên khoảng  (    ). 
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Ta nói hàm số y = f(x) có giới hạn là số L khi      nếu với dãy số (xn) bất kì, và 

     , ta có  (  )   . 

Kí hiệu: 

         
    

 ( )     

 

 

 Chú ý:  

Với  c, k là hằng số,     , ta luôn có: 

         
    

         
    

 

  
   

 

Ví dụ 3: Tính  

   
    

      

    
 

                                             Giải 

Chia cả tử và mẫu cho   , ta có  

   
    

      

    
    

    

  
 
 

  
 
  

 
   
    

.  
 
 
/

   
    

.  
 
  
/
 

   
    

     
    

. 
 
 
/

   
    

     
    

.
 
  
/
 
   

   
   

 

III. GIỚI HẠN VÔ CỰC CỦA HÀM SỐ 
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1.  Giới hạn vô cực 

Định nghĩa 4 

Cho hàm số y= f(x) xác định trên khoảng (a;  ). 

Ta nói hàm số y = f(x) có giới hạn là số     khi      nếu với dãy số (xn) bất 

kì,  xn > a và      , ta có  (  )    . 

Kí hiệu: 

         
    

 ( )      

Nhận xét: 

         
    

 ( )               
    

(  ( ))      

2. Một vài giới hạn đặc biệt 

a)          
    

       với k nguyên dương 

b)          
    

       nếu k số lẻ 

c)          
    

      nếu k là số chẵn 

3. Một vài quy tắc về giới hạn vô cực 

a) Quy tắc tìm giới hạn của tích  ( )  ( ) 

        
    

 ( )          
    

 ( )    (       )           
    

 ( ) ( )   

         
    

 ( )          
    

 ( )          
    

 ( ) ( )  
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3. Quy tắc tìm giới hạn của thƣơng 
 ( )

 ( )
 

         
    

 ( )          
    

 ( ) Dấu của  ( ) 
        

    

 ( )

 ( )
 

L    Tùy ý 0 

           

 0       

           

        

 

Các quy tắc trên vẫn đúng cho các trường hợp  

    
      

            

4. BÀI TẬP ÁP DỤNG 

Ví dụ 1: Tính  

   
   

    

 √ 
 

                                            Giải:  

Theo định lí về giới hạn ta có 
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 √ 
 

       
   

       √ 
 

       
         

              √ 
 

                        

        √       
 

     

 √ 
 

 

√ 
. 

Ví dụ 2: Tính  

      
   

       

   
 

                                                      Giải: 

Vì (   )            , nên ta chưa thể áp dụng được định lí nêu trên. 

Nhưng với      ta có 

       

   
 
(   )(   )

   
     

Do đó 

   
   

       

   
    

   

(   )(   )

   
    

   
(   )     

Ví dụ 3: Tính 

   
    

(     ) 

                                              Giải. 

Ta có  

   
    

(     )     
    

  (  
 

  
) 

      
    

         
    

.  
 

  
/         

    
  .  

 

  
/    . 
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Ví dụ 4: Tính  

 )      
    

    

   
                                  )    

    

    

   
 

                                                             Giải 

a) Ta có 

    
    

(   )                          

    
    

(    )             

      
    

    

   
     

b) Ta có 

    
    

(   )                          

    
    

(    )             

       
    

    

   
     

C. BÀI TẬP 

1. Tính các giới hạn sau:   

 )    
    

    

   
                                                       )    

    

        

   
                     

 )    
    

  

    
                                                       )    
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  )    
    

    

   
                                                      )    

   

√     

   
            

2. Tính các giới hạn sau: 

    )    
   

    

(   ) 
                              )      

    

    

   
                                 )    

    

    

   
   

3. Tính các giới hạn sau: 

    )    
    

(         )                               )    
    

√      

    
   

    )    
    

  

    
                                                   )    

    
(          ) 

4. Tính các giới hạn sau:   

 )    
   

    

   
                                                       )    

   

       

            
                     

 )    
    

      

    
                                             )    

   

√     √ 

   
       

  )    
   

√      

  
                                            )    

    
.√        /             

 )    
    

√      

    
                                            )    

    
.√        / 

 

 



Tập bài giảng toán 3A                                    Trường CĐKT Lý Tự Trọng TP.Hồ Chí Minh 

 

Tổ Toán- Khoa Khoa học cơ bản Trang 27 
  

§7. HÀM SỐ LIÊN TỤC 

A. KIẾN THỨC CƠ BẢN 

I. HÀM SỐ LIÊN TỤC TẠI MỘT ĐIỂM 

Định nghĩa 1 

Cho hàm số y = f(x) xác định trên khoảng K và     . 

          ( )                                    
    

 ( )   (  ) 

II. HÀM SỐ LIÊN TỤC TRÊN MỘT KHOẢNG 

Định nghĩa 2 

*. Hàm số y = f(x) được gọi là liên tục trên khoảng (a; b) nếu hàm số liên tục tại 

x0,     (   ) 

 

*. Hàm số y = f(x) được gọi là liên tục trên đoạn ,   -nếu hàm số liên tục trên 

khoảng (a; b) và 

   
    

 ( )   ( )      
    

 ( )   ( ) 

III. MỘT SỐ ĐỊNH LÍ CƠ BẢN 

 Hàm số đa thúc liên tục trên   

 Hàm số phân thức hữu tỉ (thương của hai đa thức) và các hàm số lượng giác liên 

tục trên từng khoảng xác định của chúng. 

 Giả sử các hàm số y = f(x) và y = g(x) liên tục tại x0 thì 

+ Hàm số y = f(x) + g(x); y = f(x) - g(x) ; y = f(x). g(x) liên tục tại x0 

+ Hàm số   
 ( )

 ( )
 liên tục tại điểm x0 ( nếu  ( )    ) 
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 Nếu hàm số y = f(x) liên tục trên đoạn ,   - và  ( )  ( )    thì tồn tại ít nhất 

một điểm   (   ) sao cho f(c) = 0 

 

 

B.  BÀI TẬP ÁP DỤNG 

Bài toán 1: Hàm số liên tục tại một điểm 

Phƣơng pháp: 

 Để chứng minh hàm số  f(x) liên tục tại một điểm x0, ta qua 3 bước sau đây: 

         (  ) 

           
    

 ( ) 

            (  )       
    

 ( ) 

       
    

 ( )   (  )               ( )                       

Ví dụ 1: Cho hàm số :  ( )  {
    

   
          

     
 

Xét tính liên tục của hàm số f(x) tại điểm      

                            Giải 

Ta có: 

       (  )   ( )    
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 ( )     
   

    

   
    

   

(   )(   )

   
    

   
(   )    

Do đó: 

   
   

 ( )   ( ) 

Vậy f(x) liên tục tại điểm       

Ví dụ 2: Cho hàm số:  ( )  {
                

        
 

Xét tính liên tực của hàm số f(x) tại điểm      

                                 Giải 

Ta có: 

       (  )   ( )          

         
    

 ( )     
    

(    )          

   
    

 ( )     
    

(      )    

      
    

 ( )     
    

 ( )        
   

 ( )                 

Vậy f(x) không liên tục tại điểm       

Ví dụ 3: Xét tính liên tục của hàm số  ( )  
 

   
 tại       

                                         Giải 
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Hàm số    ( ) liên tục trên   * +. Do đó xác định trên khoảng (    )chứa 

    . 

   
   

 ( )     
   

 

   
    ( ) 

Vậy hàm số    ( ) liên tục tại       

Bài toán 2: Hàm số liên tục trên một khoảng, một đoạn 

Phƣơng pháp: 

1/ Hàm số f(x) liên tục trên khoảng (   )   ( ) liên tục tại mọi điểm thuộc khoảng 

(   ). 

2/ / Hàm số f(x) liên tục trên đoạn ,   - nếu f(x) ) liên tục trên khoảng (   ) và : 

   
    

 ( )   ( )           
    

 ( )   ( )     

Ví dụ 4: Xét tính liên tục của  hàm số:  ( )  {
       

   
          

                 
 

trên tập xác định của nó. 

                                          Giải  

Tập xác định của hàm số f(x) là :     

 Nếu     thì  ( )  
       

   
 

Vì f(x) là thương của 2 đa thức, đồng thời mẫu số             nên f(x) liên tục 

trên các khoảng (    )   (     ) 
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 Tại x = 3. Ta có f(3) = 4 

   
   

 ( )     
   

       

   
    

   

(   )(   )

   
    

   
(   )    

Do đó: 

   
   

 ( )   ( ) 

Suy ra f(x) liên tục tại điểm       

Vậy hàm số f(x) liên tục trên  . 

Ví dụ 5: Cho hàm số  ( )  {
      

   
          

                 
 

Xét tính liên tục của hàm số trên tập xác định của nó. 

                                      Giải 

Tập xác định của hàm số là:   .. 

 Nếu    , thì  ( )  
      

   
. 

Đây là hàm số phân thức hữ tỉ có tập xác định là: (    )  (    )  

Vậy nó liên tục trên mỗi khoảng (    )   (    )  

 Nếu     ta có  ( )   . 

   
   

 ( )     
   

      

   
    

   

  (   )
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        ( )   ( ). 

Suy ra hàm số đã cho không liên tục tại    . 

Kết luận: Hàm số đã cho liên tục trên các khoảng (    )  (    ) và gián đoạn tại 

   . 

Bài toán 3: Chứng minh phƣơng trình có nghiệm nhờ tính liên tục của hàm số 

Phƣơng pháp:  

Nếu hàm số y = f(x) liên tục trên đoạn ,   - và  ( )  ( )    thì phương trình f(x) = 0 

có ít nhất một nghiệm nằm trong khoảng (   )  

Ví dụ 6: Chứng minh rằng phương trình:               có ít nhất một nghiệm 

trên khoảng (0; 1) 

                                 Giải 

Xét hàm số:  ( )              

Ta có f(x) là đa thức nên liên tục trên đoạn ,   - 

Mặt khác: {
 ( )    

 ( )   
  ( )  ( )    

Vậy phương trình f(x) = 0 có ít nhất một nghiệm trên khoảng (0; 1). 

Ví dụ 7: Chứng minh rằng phương trình            có ít nhất một nghiệm. 

                                         Giải 

Xét hàm số  ( )          . 
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Ta có: {
 ( )    

 ( )   
  ( )  ( )    . 

   ( ) là hàm số đa thức nên liên tục trên  . Do đó, nó liên tục trên đoạn ,    -. Từ 

đó suy ra phương trình  ( )    có ít nhất một nghiệm    (   )  

C. BÀI TẬP 

1. Xét tính liên tục của hàm số  ( ) tại    , biết  

 ( )  {
    

   
          

                 

 

2. Xét tính liên tục của hàm số  ( ) tại    , biết  

 ( )  {
   

   
          

                  
 

3. Cho hàm số  

 ( )  {
            

                   
 

Với giá trị nào của   thì hàm số  ( ) liên tục trên  . 

4. Tìm   để hàm số : 

 ( )  {
          

   
          

                    

 

liên tục tại    .  
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5. Xét tính liên tục của hàm số  ( ) trên tập xác định của nó, biết  

 ( )  {

    

  √ 
         √ 

 √                √ 

 

6. Chứng minh rằng phương trình:               có ít nhất hai nghiệm phân 

biệt trên khoảng (     ) 
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ÔN TẬP CHƢƠNG II 

1. Tính các giới hạn sau: 

 )    
    

    
                                                      )    

      

     
                                       

 )    
√       

    
                                          )    .√         /    

  )    
 

√    √ 
                                            )    

      

     
            

2. Tính các giới hạn sau:   

 )    
    

     

    
                                              )    

    

        

     
                      

 )    
   

(       )                                         )    
    

.√         /        

  )    
    

         

   
                                   )    

   

         

   
            

3. Tìm các giới hạn sau: 

 )    
   

   

      
                                              )    

    

       

     
                      

 )    
    

(           )                            )    
    

√         

    
       

  )    
    

   

    
                                                    )    
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.4. Xét tính liên tục trên   của hàm số 

 ( )  {
      

   
          

                   

 

5. Cho hàm số  

 ( )  {

   

√     
          

                 

 

Với giá trị nào của   thì hàm số  ( ) liên tục tại    . 

6.  Chứng minh rằng phương trình               có ít nhất 3 nghiệm nằm 

trong khoảng (     )  
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Chƣơng III. ĐẠO HÀM 

§ 8. ĐẠO HÀM VÀ Ý NGHĨA CỦA ĐẠO HÀM 

A. LÝ THUYẾT 

1. Định nghĩa đạo hàm tại một điểm: 

Định nghĩa: Cho hàm số y= f(x) xác định trên khoảng (a; b) và x0  (a; b). Nếu 

tồn tại giới hạn (hữu hạn) 

   
    

 ( )   (  )

    
 

thì giới hạn đó được gọi là đạo hàm của hàm số y= f(x) tại điểm x0 và kí hiệu là 

f’(x0) (hoặc y’(x0)), tức là: 

 

         (  )     
    

 ( )   (  )

    
 

CHÚ Ý: 

Đại lượng x= x – x0 được gọi là số gia của đối số tại x0. 

Đại lượng y= f(x) – f(x0)= f( x0+ x) – f(x0) được gọi là số gia tƣơng 

ứng của hàm số. Như vậy: 

 

 

 

2. Cách tính đạo hàm bằng định nghĩa: 

Quy tắc: 

Bước 1: Giả sử x là số gia của đối số tại x0, tính: 

y = f(x0 + x) – f(x0). 

Bước 2: Lập tỉ số  
 

 
. 

Bước 3: Tìm       
 

 
 

 

Ví dụ 1: Tính đạo hàm của hàm số 
x

xf
1

)(   tại x0 = 1 

                                  Giải  

  (  )     
   

 

 
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Giả sử x là số gia của đối số tại x0 = 1 

Ta có: y = f(1 + x) – f(1)  

    x 0 x 0

1 x
1

1 x 1 x

y 1

x 1 x

y 1
lim lim 1

x 1 x 


  

 







  

 



 



 



 

 

Vậy '

f (1)  -1 

3. Ý nghĩa hình học của đạo hàm 

Định lí 1. Cho hàm số y= f(x) xác định trên khoảng (a; b) và có đạo hàm tại x0 

 (a; b). Gọi (C) là đồ thị của hàm số đó. Ta có: 

Đạo hàm của hàm số y= f(x) tại điểm x0 bằng với hệ số góc của tiếp tuyến 

M0T của (C) tại điểm M0( x0; f(x0)). 

 

4. Phƣơng trình tiếp tuyến: 

Định lí 2 
 

Phương trình tiếp tuyến của đồ thị (C) của hàm số y= f(x) tại điểm M0( x0; y0) là: 

y – y0= f’(x0)(x – x0) 

trong đó y0= f(x0). 

 

 

Ví dụ 3: Cho parabol  y = –  x
2
 + 3x – 2. Viết phương trình tiếp tuyến của parabol 

tại điểm có hoành độ x0= 2. 

 

                                                    Giải 

 Ta có:   x0= 2  

                   y0 = y(2) = 0. 

Bằng định nghĩa ta tính được:  y’(x0) = y’(2)= -1 

Vậy phương trình tiếp tuyến của parabol tại điểm M0(2; 0) là 

y – y0 = f’(x0)(x – x0)              

                            y – 0 = (-1).(x – 2)  y = -x + 2. 
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B. BÀI TẬP 

1. Tính đạo hàm của mỗi hàm số sau tại điểm đã chỉ ra : 

a) y = x
2
 – 3x  tại  x0 = 2 

b) y = x
3
 + 1   tại   x0 = -2 

c) y = 
x

2
          tại  x0 = 3 

2. Viết phương trình tiếp tuyến của đường cong y = x
3
 + 1 

a) Tại điểm (-1; 0) 

b) Tại điểm có hoành độ x0 = 2 

c) Biết hệ số góc của tiếp tuyến bằng 12 

3. Viết phương trình tiếp tuyến của đường cong y = 
x

2
           

d) Tại điểm (-1; -2) 

e) Tại điểm có hoành độ x0 = 2 

f) Biết hệ số góc của tiếp tuyến bằng 8 
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§9. QUY TẮC TÍNH ĐẠO HÀM 

  

A. LÝ THUYẾT 

I. Đạo hàm của một số hàm thƣờng gặp 

1. Định lí 1 
 

Hàm số  y= x
n
  (n  N, n > 1)  có đạo hàm tại mọi x R  và 

(x
n
)’ =  nx

n-1 

 

 

Nhận xét : 

                                              - Đạo hàm của hàm hằng bằng 0 :         (C)’ = 0 

- Đạo hàm của hàm số y = x bằng 1 :     (x)’ = 1 

 

2. Định lí 2 

Hàm số xy    có đạo hàm tại mọi x > 0  và 

x
x

2

1
)'(   

II. Đạo hàm của tổng, hiệu, tích, thƣơng: 

1. Định lí 3: Giả sử u = u(x), v = v(x) là các hàm số có đạo hàm tại điểm x thộc khoảng 

xác định. 

 

Ta có : 

(u + v)’ = u’ + v’ 

(u – v)’ = u’ – v’ 

(uv)’ = u’v + uv’ 

2

u u'v uv'
( )' (v v(x) 0)

v v


    
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Bằng quy nạp toán học ta chứng minh được : 

 
' ' ' '

1 2 n 1 2 n
(u u ... u ) u u ... u        

 

Ví dụ 1: 

Tính đạo hàm các hàm số : 

a) y = x
3
 + x

2
 – x

5
 

b) 
1

2






x

xx
y  

                                                    Giải  

a) Ta có : (x
3
 + x

2
 – x

5
)’ = (x

3
)’ + (x

2
)’ – (x

5
)’ 

= 3x
2
 + 2x – 5x

4
  

b) Ta có : 

3

2

3

2
22

3

22

2

22
'

2

2

3

22
2

)
2

1
1)(1(2

)(

)')(1()'1(1

x

xxx

x

x
x

xx
xxxx

x

x
xxxxx

xx

xxxxxx

xx

x




















 

 

2. Hệ quả: 

  

1.   (ku)
’ 
= ku

’
   ( k là hằng số ) 

 2.   )0)(()
1

(
2

'
'  xvv

v

v

v
 

 

Ví dụ 2: Tìm đạo hàm của hàm số: 
221

5

x
y


  

                                      Giải  
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222222

'2

'

2

'

2

'

)21(

20
)

)21(

)4(
(5)

)21(

)21(
(5

)
21

1
(5)

21

5
(

x

x

x

x

x

x

xx
y




















 

 

III. ĐẠO HÀM CỦA HÀM HỢP 

 

1. Hàm hợp: Giả sử hàm số u = g(x) xác định trên khoảng (a;b) và lấy 

giá trị trên khoảng (c;d); 

Hàm số y = f(u) xác định trên (c;d) và lấy giá trị trên R. Khi đó, ta 

lập một hàm số xác định trên khoảng (a;b) và lấy giá trị trên R theo 

quy tắc : 

x f( g(x) )  

Ta gọi y = f(g(x)) là hàm hợp của hàm y = f(u) với hàm u = g(x). 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

Ví dụ 3:  Hàm số y = sin(2x + 3) là hàm hợp của hàm y = f(u) = sin u và hàm 

u = g(x) = 2x + 3 

2. Định lí 4. Nếu  hàm số u = g(x) có đạo hàm tại x là u
’
x và hàm số y = 

f(u) có đạo hàm tại u là y
’
u thì hàm hợp y = f(g(x)) có đạo hàm tại x là : 

 

y
’
x = yu

’
..u

’
x 

 

Ví dụ 4: Tìm đạo hàm của hàm số y = sin(2x + 3)            (xem u = 2x + 3) 

                                        Giải  

Ta có: y
’
 = ( sin(2x + 3))

’
 = cos(2x + 3).(2x + 3)

’
x       

                                                            = cos(2x + 3).2 

                                                            = 2 cos(2x + 3). 

a b x c d 

y = f(u) 

y = f(g(x)) 

g 
f 
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Bảng tóm tắt 

 

(u + v + w)
’
 = u

’
 + v

’
 + w

’ 

(k.u)
’
            = k.u

’
 

(u.v)
’
            = u

’
v + uv

’
 

)0)((
''

)'(
2




 xvv
v

uvvu

v

u
 

)0)(()
1

(
2

'
'  xvv

v

v

v
 

 

y
’
x = yu

’
..u

’
x 

 

B. BÀI TẬP  
1. Tìm đạo hàm các hàm số sau: 

 

          2. Cho hàm số y = 2x
3
 – 3x

2
 +5 

                    a) Tìm y
’
(-3) 

                    b) Tìm x để y
’
> 0 

 

 

 

 

 

a) 952 234  xxxxy   

b) )52(4 235  xxxy  

c) xxxy )92( 4   

d) 
13

24 2






x

x
y  

e) xxy 23 2   

f) 
24

21

x

x
y




  

g) 4)1( xy   

h) 
22

7

x
y


  
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§ 10.  ĐẠO HÀM CỦA HÀM SỐ LƢỢNG GIÁC 

 

A. LÝ THUYẾT: 

1. Giới hạn của  
x

xsin
 

Định lí 1:  

1
sin

lim
0


 x

x

x

 

 

Ví dụ 1: Tính 

Ta có:     

1
cos

1
.

sin
)

cos

1
.

sin
(

tan

tan

limlimlimlim

lim

0000

0






xx

x

xx

x

x

x

x

x

xxxx

x
 

 

2. Đạo hàm của hàm số y = sinx 

Định lí 2 

Hàm số y = sinx có đạo hàm tại mọi xR và 

(sinx)
’
 = cosx 

 

Chú ý: 

Nếu u = u(x) thì         (sinu)
’
 = u

’
.cosu 

 

Ví dụ 2: 

Tính đạo hàm: (sin(x
2
 + 1))

’
 = (x

2
 + 1)

’
cos(x

2
 + 1) = 2x.cos(x

2
 + 1) 

3. Đạo hàm của hàm số y = cosx 

Định lí 3 

Hàm số y = cosx có đạo hàm tại mọi xR và 

(cosx)
’
 = -sinx 

 

Chú ý: 

Nếu u = u(x) thì            (cosu)
’
 = -u

’
.sinu 

 

Ví dụ 3: Tính đạo hàm:   (cos(3x))
’
 = -(3x)

’
.sin(3x) = -3.sin(3x). 

4. Đạo hàm của hàm số y = tanx 

Định lí 4 
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Hàm số y = tanx có đạo hàm tại mọi x≠ 
 

 
  + k        

x
x

2

'

cos

1
)(tan   

 

 

Chú ý:      

Nếu u = u(x) thì                 
u

u
u

2

'
'

cos
)(tan   

Ví dụ 4: Tính đạo hàm:  

)
3

(cos

2

)
3

2(cos

)
3

2(

))
3

2(tan(
22

'

'
















xx

x

x  

 

5. Đạo hàm của hàm số y = cotx 

Định lí 5 

 

Hàm số y = cotx có đạo hàm tại mọi x≠  k        

x
x

2

'

sin

1
)(cot   

 

Chú ý: 

Nếu u = u(x) thì                   
u

u
u

2

'
'

sin
)(cot   

 

 Ví dụ 5: Tính đạo hàm :                            

)
4

3(sin

3

)
4

3(sin

)
4

3(
))

4
3(cot(

22

'

'















xx

x
x  

BẢNG ĐẠO HÀM 
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B. BÀI TẬP 

Bài tập 1: Tìm đạo hàm các hàm số lượng giác sau : 

a) 
2

cos3sin
x

xy   

b) 
xx

xx
y

sin5cos

cos2sin




  

c) xy tan1  

d) xy 2sin  

e) )
4

2cos(


 xy  

f) 3cot xy   

g) )
3

2
(sin)

3
(coscossin 2222 xxxxy 


 

 

 

x
x

x
x

xx

xx

x
x

xx

nxx nn

2

'

2

'

'

'

'

2

'

1'

sin

1
)(cot

cos

1
)(tan

sin)(cos

cos)(sin

2

1
)(

1
)

1
(

)(













 

 

 

u

u
u

u

u
u

uuu

uuu

x

u
u

u

u

u

nuu nn

2

'
'

2

'
'

''

''

'
'

2

'
'

1'

sin
)(cot

cos
)(tan

sin)(cos

cos)(sin

2
)(

)
1

(

)(













 
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§ 11.    VI PHÂN 

A. LÝ THUYẾT 

Định nghĩa: Cho hàm số f(x) xác định trên khoảng (a;b) và có đạo hàm tại x 

(a;b).Giả sử x là số gia của x. 

                  Ta gọi f
’
(x).x là vi phân của hàm số y = f(x) tại x ứng với số gia x.Kí hiệu 

là df(x) hoặc dy, nghĩa là : 

dy = df(x) = f
’
(x).x 

Chú ý:  

 Áp dụng định nghĩa trên vào hàm số y = x 

Ta có : dx = (x)
’
.x = 1.x =x 

Do đó, với hàm số y =f(x) ta có: 

dy = df(x) = f
’
(x)dx 

 

Ví dụ 1:  Tìm vi phân hàm số sau: 

a) y = x
3
 + 3x

2
 – 5x 

b) y = cos
2
x 

           Giải  

a) y = x
3
 + 3x

2
 – 5x  y

’
 = 3x

2
 + 6x – 5 

                      Vậy: dy = (3x
2
 + 6x – 5)dx 

b) y = cos
2
x  y

’
 = -2sinx.cosx = sin(2x) 

                    Vậy: dy = sin(2x)dx. 

B. BÀI TẬP 

Bài tập 1: Tìm dy biết: 

a) y = tan
2
x 

b) y = 4x
3
 - 2x

2
 + 4 

c) y = cos
3
x – sin2x 
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§12. ĐẠO HÀM CẤP HAI 

 

A. LÝ THUYẾT 

Định nghĩa: Giả sử hàm số y = f(x) có đạo hàm tại tại mọi điểm x  (a;b). 

Khi đó, hệ thức y
’
 = f

’
(x) là một hàm số mới trên khoảng (a;b). 

                Nếu hàm số y
’
 = f

’
(x) có đạo hàm tại x thì ta gọi đạo hàm của y

’
 là đạo hàm 

cấp hai của hàm số y = f(x) tại x và kí hiệu là: y
”
 hoặc f

”
(x). 

Chú ý: - Đạo hàm cấp 3 của hàm số y = f(x) được định nghĩa tương tự và 

kí hiệu là y
’”

 hoặc f
’”

(x) hoặc f
(3)

(x). 

-  Cho hàm số y = f(x) có đạo hàm cấp n-1, kí hiệu là f
(n-1)

(x)  (nN và 

n≥4) 

Nếu f
(n-1)

(x)  có đạo hàm thì đạo hàm của nó đươc gọi là đaạo hàm cấp n 

của f(x) . Kí hiệu là: y
(n)

(x)  hoặc f
(n)

(x) 

 

f
(n)

(x) = (f
(n-1)

(x))
’ 

Ví dụ 1: 

Cho y = x
5
 thì  y

’  
= 5x

4
 ;  y

”
 = 20x

3
  ;  y

”’
= 60x

2
 

B. BÀI TẬP  

Bài tập 1: Tìm đạo hàm cấp hai của các hàm số : 

)32()

)5()

cos)

2sin)

4

2
)

2

10

2












xxxye

xyd

xyc

xyb

x
ya
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CHƢƠNG IV. ỨNG DỤNG ĐẠO HÀM ĐỂ KHẢO SÁT VÀ VẼ ĐỒ 

THỊ CỦA HÀM SỐ. 

 

§13. SỰ ĐỒNG BIẾN, NGHỊCH BIẾN CỦA HÀM SỐ 

 

I. TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 

1. Nhắc lại định nghĩa 

Kí hiệu K là khoảng hoặc đoạn ( nửa khoảng). Giả sử hàm số y = f(x) xác định 

trên K. Ta nói: 

Hàm số y = f(x)  đồng biến (tăng) trên K nếu với mọi cặp x1 , x2  thuộc K mà x1  

nhỏ hơn x2  thì f(x1) nhỏ hơn f(x2), tức là 

x1  < x2  => f(x1) <f(x2) ; 

Hàm số y = f(x) nghịch biến (giảm) trên K  nếu với mọi cặp x1 , x2  thuộc K  mà 

x1  nhỏ hơn x2  thì f(x1) lớn hơn f(x2), tức là 

x1  < x2  => f(x1) >f(x2) ; 

Hàm số đồng biến hoặc nghịch biến trên K được gọi chung là đơn điệu trên K. 

2. 2.  Tính đơn điệu và dấu của đạo hàm 

Ta thừa nhận định lí sau đây  

             Cho hàm số y =f(x) có đạo hàm trên K.  

a) Nếu f’(x)  > 0 với mọi x thuộc K thì hàm số f(x) đồng biến trên K.  

b) Nếu f’(x) < 0 với mọi x thuộc K thì hàm số f(x) nghịch biến trên 

K.  

II - QUY TẮC XÉT TÍNH ĐƠN ĐIỆU CỦA HÀM SỐ 

 1. Quy tắc 

1. Tìm tập xác định. Tính f’(x)  

2. Tìm các điểm tại đó f’(x) bằng 0 hoặc f’(x) không xác định. 

3. Sắp xếp các điểm đó theo thứ tự tăng dần và lập bảng biến thiên.  

4. Nêu kết luận về các khoảng đồng biến, nghịch biến của hàm số. 

2.  Áp dụng 

 Tìm các khoảng đơn điệu của hàm số   y = x
3
  3x + 1. 

                                      Giải: 

 TXĐ: D = R. 

 y' = 3x
2
  3. 

 y' = 0  x = 1 hoặc x = 1. 

 BBT: 

x              1        1       +  

y'              +    0      0    + 
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y 

 

 

 

Kết luận: Hàm số nghịch biến trên khoảng  1;1  và đồng biến trên khoảng 

   ; 1 1;     

BÀI TẬP 

      Bài 1:Xét tính đơn điệu của các hàm số sau:  

a. 3 2

3 1y x x     

b. 4 2

2 3y x x    

c. 
1

2 5

x
y

x





 

d. y = 3 21
3 7 2

3
x x x    

e. y =        

f. y =   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3x 1

1 x




2x x 20 
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§14. CỰC TRỊ CỦA HÀM SỐ 

 

 
I. KHÁI NIỆM CỰC ĐẠI, CỰC TIỂU 

Định nghĩa: Cho hàm số y  = f(x)  xác định và liên tục trên khoảng (a ; b) (có thể a  

là  ; b là  và điểm  0 ;x a b .  

a) Nếu tồn tại số h >0 sao cho f(x) <f(x 0) với mọi  0 0;x x h x h  

và 0x x thì ta nói hàm số f(x)  đạt cực đại tại x0 .  

b) Nếu tồn tại số h >0 sao cho f(x) >f(x 0) với mọi  0 0;x x h x h  

và 0x x thì ta nói hàm số f(x)  đạt cực tiểu tại x0 .  

    Điểm cực đại và cực tiểu được gọi chung là điểm cực trị. 

Giá trị cực đại và cực tiểu được gọi  chung là cực trị. 

II. ĐIỀU KIỆN ĐỦ ĐỂ HÀM SỐ CÓ CỰC TRỊ  

Ta thừa nhận định lý sau đây 

Định lí 1 

Giả sử hàm số y  = f(x)  liên tục trên khoảng  0 0;K x h x h    và có đạo hàm trên K 

hoặc  0\K x với h >0.  

a) Nếu f’(x)>0 trên khoảng  0 0;x h x  và f’(x)<0 trên khoảng

 0 0;x x h  thì x0   là một điểm cực đại của hàm số f(x)  

b) Nếu f’(x)<0 trên khoảng  0 0;x h x  và f’(x)>0 trên khoảng

 0 0;x x h  thì x0   là một điểm cực tiểu của hàm số f(x)   

 

 

 

 

 

 

III. QUY TẮC TÌM CỰC TRỊ 

QUY TẮC I 

1. Tìm tập xác định. Tính f '(x)  

2. Tim các điểm tại  đó f '(x) bằng 0 hoặc f '(x) không xác định. 

3. Lập bảng biến thiên. 

4. Từ bảng biến thiên suy ra các điểm cực trị. 

x x0-h         x0           x0+h 

f’(x)       -         0      + 

f(x)                  
                fCT 

X x0-h         x0           x0+h 

f’(x)         +       0       - 

f(x)                  fCĐ 
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Ví dụ 1: Tìm các điểm cực trị của các hàm số  3

3 1y x x    

                                             Giải: 

D = R 
' 2

'

3 3

1 1
0

1 3

y x

x y
y

x y

 

   
   

   

 

 x              1        1       +  

y'              +    0      0    + 

y                     3         

                                -1 

 

x = -1 là điểm cực đại 

x = 1 là điểm cực tiểu 

 Định lí 2: 

             Giả sử hàm số y = f(x)  có đạo hàm cấp 2 trong khoảng  0 0;x h x h  , với 

h > 0. Khi đó: 

a) Nếu f '(x0) = 0,  f"( x0) > 0 thì x0  là điểm cực tiểu.  

b) Nếu f '(x0) = 0,  f"( x0) < 0 thì x0  là điểm cực đại.  

      Áp dụng Định lí 2, ta có quy tắc sau đây để tìm các điểm cực trị của  một hàm số. 

  QUY TẮC II 

1. Tìm tập xác định. Tính f'(x).  

2. Giải phương trình f '(x) = 0 và kí hiệu  1,2,3.......ix i   là các 

nghiệm của nó. 

3. Tính f '(x) và ,  f"( x i)  

4. Dựa vào dấu của f"( x i) suy ra tính chất cực trị của điểm x i .   

Ví dụ 2: Tìm cực trị của hàm số Tìm các điểm cực trị của hàm số 

       f(x) = x
4
 – 2x

2
 + 1 

                                  Giải 

Tập xác định của hàm số: D = R 

f’(x) = 4x
3
 – 4x = 4x(x

2
 – 1) 

f’(x) = 0 1 x ; x = 0 

f”(x) = 12x
2  

- 4 

f”( 1) = 8 >0 x = -1 và x = 1 là hai điểm cực tiểu 

f”(0) = -4 < 0 x = 0 là điểm cực đại 

 

 





Tập bài giảng toán 3A                                    Trường CĐKT Lý Tự Trọng TP.Hồ Chí Minh 

 

Tổ Toán- Khoa Khoa học cơ bản Trang 53 
  

BÀI TẬP 
1. Áp dụng quy tắc I tìm các điểm cực trị của các hàm số sau: 

          a. 2

4 3y x x    

          b. 4 2

2 1y x x    

2. Áp dụng quy tắc II, tìm điểm cực trị của các hàm số sau: 

        a. 3 22 3 36 10   y x x x  
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      §15. GIÁ TRỊ LỚN NHẤT VÀ GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA HÀM SỐ 

 
I. ĐỊNH NGHĨA 

  Cho hàm số  y = f(x) xác định trên tập D.  

   a) Số M  được gọi là giá trị lớn nhất của hàm số y = f(x)  trên tập D nếu f(x) < M  với 

mọi x thuộc D và tồn tại 0x D  sao 

cho f(x0) = M. 

Kí hiệu  max
D

M f x  

b) Số m được gọi là giá trị nhỏ nhất của hàm số y =f(x) trên tập D  nếu f(x) > m  với 

mọi x thuộc D và tồn tại 0x D sao cho f(x0) = m.  

Kí hiệu   min
D

m f x  

   Ví dụ 1: 

Tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ nhất của hàm số   2

( ) 4 3y f x x x     

                                Giải: 

D=R 
'

'

2 4

0 2

y x

y x

 

  
 

 x                  2       +  

 y'                    0     + 

                                            

 y                     -1 

 

Vậy  min 1
R

f x    

II. CÁCH TÍNH GIÁ TRỊ LỚN NHẤT VÀ GIÁ TRỊ NHỎ NHẤT CỦA HÀM SỐ TRÊN MỘT 

ĐOẠN 

1. Định lý 

Mọi hàm số liên tục trên một đoạn đều có giá trị lớn nhất và giá trị 

nhỏ nhất trên đoạn đó. 

2.  Quy tắc tìm giá trị lớn nhất, giá trị nhỏ nhất của hàm số liên tục trên một 

đoạn 
Quy tắc 1: 

1. Tìm các điểm 1 2, ,.... nx x x  trên khoảng (a ; b), tại đó f '(x) bằng 0 hoặc 

f'(x) không xác định. 

2. Tính          1 2, , ,.... ,nf a f x f x f x f b  

http://toan.hoctainha.vn/Thu-Vien/Ly-Thuyet/105998/gia-tri-lon-nhat-va-gia-tri-nho-nhat-cua-ham-so
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3. Tìm số lớn nhất M và số nhỏ nhất m trong các số trên. Ta có 

 
 

 
 

; ;
min ; min

a b a b
M f x m f x   

Ví dụ 2: Tìm GTLN của hàm số 
2

4
( ) = 

1
f x

x
 trên  1;1  

                                        Giải 

 D=R 

2 2

8
'( ) = ; '( ) =0 0

(1 )


 



x
f x f x x

x
 

(0) 4f  

(1) 2f  

 ( 1) 2f  

ax ( ) 4m f x   trên  1;1       min ( ) 2f x  trên  1;1  

BÀI TẬP 

1. Lập bảng biến thiên và tìm GTLN, GTNN của các hàm số sau: 

a.  2  trên 3;0 y x  

b.  
1

 trên 3;5
1






x
y

x
 

c.  3 2( ) = -x 3  trên 1;1 f x x  

d.  
1

( ) =  trên 1;3
2 1





x
f x

x
 

2. Tìm GTLN,GTNN của hàm số: 

a.  3 2( ) = x 3 -9x+35 trên 4;4 f x x  

b.  ( ) = 5 4  trên 1;1 f x x  

c.  4 2( ) = -x 2 +1 trên 1;3 f x x
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§16. TIỆM CẬN 

 
I. ĐƢỜNG TIỆM CẬN NGANG 

 

 Định nghĩa 1. Cho hàm số y = f(x)  xác định trên một khoảng vô hạn (là khoảng dạng 

   ; ; ;a b   hoặc  ;  ). Đường thẳng y = y0 là đường tiệm cận ngang 

(hay tiệm cận ngang) của đồ thị hàm số y =f(x) nếu ít nhất một trong các điều kiện sau 

được thoả mãn 

   0 0lim ; lim
x x

f x y f x y
 

   

Ví dụ 1: 

Tìm TCN của đồ thị hàm số 
2 3

5

x
y

x





 

                                       Giải 

  

3
2

2 3
lim lim 2

5 5
1

x x

x

xx

x
x

x

 

 
 

  
 

  
 

 

 

Hoặc  

3
2

2 3
lim lim 2

5 5
1

x x

x

xx

x
x

x

 

 
 

  
 

  
 

 

 

Tiệm cận ngang 2y   

    II. ĐƢỜNG TIỆM CẬN ĐỨNG 

Định nghĩa 2. Đường thẳng x = x0 được gọi là đƣờng tiệm cận đứng (hay tiệm cận 

đứng) của đồ thị hàm số y =f(x) nếu ít nhất một trong các điều kiện sau được thoả mãn 

   

   
0 0

0 0

lim ; lim

lim ; lim

x x x x

x x x x

f x f x

f x f x

 

 

 

 

   

   
 

 

Ví dụ 2: Tìm TCĐ của đồ thị hàm số 
2 3

5

x
y

x





 

                                                 Giải  
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5

2 3
lim

5x

x

x



 


 

Hoặc  
5

2 3
lim

5x

x

x



 


 

Tiệm cận đứng  x=5 

 

CHÚ Ý  

Cho hàm số 
ax b

y

cx d





 

                    

x a

ax
lim lim

x

x x

b

xb a

cx d cd
c

x

 

 
 

  
 

  
 

 

                       suy ra TCN 
a

y

c

  

                     
ax

lim

d
x

c

b

cx d





 


 hoặc 

ax
lim

d
x

c

b

cx d





 


          suy ra TCĐ 

d
x

c

   

BÀI TẬP 

1. Tìm các tiệm cận của đồ thị hàm số 

a. 
7

1

x
y

x

 



 

b. 
2 5

5 2

x
y

x





 

c.
2

2

9

x
y

x




  
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 §17.  KHẢO SÁT SỰ BIẾN THIÊN VÀ VẼ ĐỒ THỊ CỦA HÀM SỐ 

 

I.  SƠ ĐỒ KHẢO SÁT HÀM SỐ 

1. Tập xác định 

Tìm tập xác định của hàm số 

2. Sự biến thiên 

•  Xét chiều biến thiên của hàm số: 

+ Tính đạo hàm y'; 

+ Tìm các điểm tại đó đạo hàm y' bằng 0 hoặc không xác định ; 

+ Xét dấu đạo hàm y' và suy ra chiều biến thiên của hàm số.  

 Tìm cực trị. 

 Tim các giới hạn tại vô cực, các giới hạn vô cực và tìm tiệm cận (nếu 

có). 

 Lập bảng biến thiên (Ghi các kết quả tìm được vào bảng biến thiên). 

3. Đồ thị 

Dựa vào bảng biến thiên và các yếu tố xác định ở trên để vẽ đồ thị. 

II.  KHẢO SÁT MỘT SỐ HÀM ĐA THỨC VÀ HÀM PHÂN THỨC 

1. Hàm số bậc ba 
3 2y ax bx cx d     

 a > 0 

 

 

a < 0  

   Phương trình 

y”=0 

   có hai nghiệm  

   phân biệt 

 

 

 

 

 

   Phương trình  

y”=0 

 có nghiệm kép 
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   Phương trình 

y”=0 

   vô nghiệm 

 

 

 

 

Ví dụ 1: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số  3 2

3 4y x x    

                               Giải 

TXĐ :    D=R 

    y’ = 3x
2
 + 6x 

    y’ = 0 3x
2
 + 6x = 0 

               x = 0 => y = -4 

                   x = -2 => y = 0  

    

lim
x

 ( x
3
 + 3x

2
 - 4) = -  

lim
x

( x
3
 + 3x

2
 - 4) = +  

BBT 

x -     -2        0        + 

y’       +  0    -   0    + 

y 0 + 

-                 -4  
 

Hàm số đồng biến trên (- ;-2 ) và ( 0;+)   

Hàm số nghịch biến trên ( -2; 0 ) 

Hàm số đạt CĐ tại x = -2 ; yCĐ=0 

Hàm số đạt CT tại x = 0; yCT= -4      
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 x    -3   -1   1 

 

y     -4   -2   0 

  

 

 
Ví dụ 2: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số   

3 2

3 4 2y x x x      

                              Giải: 

TXĐ: D=R 

y’= -3x
2
 +6x - 4 

y’ < 0, x D   

lim
x

y


  ;  lim
x

y


    

BBT 

x -                       + 

y’                 - 

y + 

                            - 
Điểm đặc biệt: (1; 0);  (0; 2) 
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2. Hàm số bậc bốn 
4 3 2y ax bx cx dx e      

 a > 0 a <  0 

 Phương trình 

y”=0 

có ba 

nghiệm phân 

biệt 

  

   Phương trình 

y”=0 

có một 

nghiệm 

 

 

 

 
 

 

 

 

Ví dụ 3: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số  4 2

2 3y x x    

Giải: 

Txđ: D=R 
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xxy 44 3'   

'

0 3

0 1 4

1 4

x y

y x y

x y

   
 

      
     

 

4

2 4

2 3
lim lim (1 )

x
x

y x

x x

      

4

2 4

2 3
lim lim (1 )

x
x

y x

x x

      

 

x  -         -1       0       1     +     
'y          -      0  +  0   -   0   + 

y +                  -3              +   
  -4               -4 

 

 

4. Đồ thị hàm số 
 0; 0

ax b
y c ad bc

cx d


   


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D =ad  - bc >  0 D = ad - bc <  0 

  

 

 

 

 

 

 

 

Ví dụ 1: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số  
1

3






x

x
y  

                                                       Giải: 

 TXĐ: 1\RD   

 Sự biến thiên: 

 
 2

1

4
'






x
y <0 1x  

Suy ra hàm số luôn nghịch biến trên    ,1 ; 1,   

Hàm số không có cực trị. 








  1

3
limlim

11 x

x
y

xx

  








  1

3
limlim

11 x

x
y

xx

 

Suy ra x=1 là TCĐ. 

   1lim 
x

y  

Suy ra y=1 là TCN. 

 
 Đồ thị: 
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Ví dụ 2: Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị của hàm số  
42

21






x

x
y  

Giải: 

2 1

2 4

ax b x
y

cx d x

  
 

 
 

TXĐ  2\RD   

Sự biến thiên: 

y'=
 

20
42

6
2




x
x

 

Suy ra hàm số luôn đồng biến trên    ,2 ; 2,   

x=2 là tiệm cận đứng 

y= -1 là tiệm cận ngang 
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III. SỰ TƢƠNG GIAO CỦA CÁC ĐỒ THỊ 

Giả sử hàm số y =f(x)  có đồ thị là (C1) và hàm số y = g(x) có đồ thị là (C2). Để 

tìm hoành độ giao điểm của (C1)  và (C2), ta phải giải phương trình f(x)  =  g(x).  

Giả sử phương trình trên có các nghiệm là x0, x1, x2 ... Khi đó, các giao điểm 

của (C1)  và (C2) là M0(x0 , f(x0  )), M i(x i , f(x i  )),.... 

Ví dụ: 

a. Vẽ đồ thị hàm số y = x
3
 +3x

2
 -2 

Giải: 

                                   

-6 -4 -2 2 4 6

-6

-4

-2

2

4

6

x

y

 
b/ Sử dụng đồ thị biện luận số nghiệm của pt : x

3
 +3x

2
 -2 = m 

Giải: 

Số nghiệm của pt bằng số giao điểm của đồ thị hs y = x
3
 +3x

2
 -2 và đường thẳng y = m. 

m>2       : phương trình có một nghiệm  

m = 2     : phương trình có hai nghiệm 

-2<m<2  : phương trình có 3 nghiệm 
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m = -2    : phương trình có hai nghiệm 

m<-2      : phương trình có một nghiệm 

 

BÀI TẬP 

1. khảo sát đồ thị hàm số bậc ba sau: 
3 3 2

3 2 3

. 2 3 . 4 4

. 9 . 2 5

a y x x b y x x x

c y x x x d y x

      

    
 

2. khảo sát đồ thị hàm số bậc bốn sau: 
4 2 4 2

4 2 2 4

. 8 1 . 2 2

1 3
. . 2

2 2

a y x x b y x x

c y x x d y x x

      

    
 

3. khảo sát đồ thị hàm phân thức sau: 
3 1 2 2

. . .
1 2 4 2 1

x x x
a y b y c y

x x x

   
  

  
 

4. Khảo sát đồ thị hàm số. Từ đó tìm số nghiêm của các phƣơng trình sau: 
3 2 3 2

2 4

) 3 5 0 ) 2 3 2 0

)2 1

a x x b x x

c x x

      

  
 

5.a. Khảo sát sự biến thiên và vẽ đồ thị hàm số 3 3 1y x x     

b. Dựa vào đồ thị hàm số, biện luận về số nghiệm của phƣơng trình sau theo tham 

số m: 3 3 0x x m    

 

ÔN TẬP CHƢƠNG IV 
 

1. Tìm khoảng đơn điệu của các hàm số sau: 
3 2) 2 7

5
)

1

a y x x x

x
b y

x

    






 

2. Tìm cực đại, cực tiểu của hàm số sau: 
4 22 2y x x    

3. Tìm tiệm đứng và tiệm cận ngang của hàm số sau: 
2 3

2

x
y

x





 

4. Khảo sát các hàm số sau: 
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3 2

3 2

) 3 9 2

) 3 1

a y x x x

b y x x

    

  
 

Dựa vào đồ thị hàm số, biện luận số nghiệm của phƣơng trình sau: 

3 23 1
2

m
x x  
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