Tap bai giang toan 3A Truong CDKT Ly Tu Trong TP.H6 Chi Minh

CHUONG I. DAY SO - CAP SO CONG — CAP SO NHAN
§1. PHUONG PHAP QUY NAP TOAN HQC

A. Kién thirc can nhé

Néu chirng minh ménnh dé chiva bién A(n) la mot ménh d@é diing véi moi gid tri nguyén
dwong n, ta thyc hién nhu sau:
e Buc 1: Kiém tra ménh dé ding véin = 1.
o BuGc 2: Gid thiét ménh dé ding véi sé nguyén dwong n =k tup y (K > 1), chitng minh
rang ménh dé ding véin =k + 1.
ChU Y: Néu phdi chitng minh ménh dé A(n) la dung voi moi $6 nguyén dirong n >p thi:
+ O buéc 1, ta phdi kiém tra ménh dé ding v0’| n=np;
+ O bude 2, ta gid thiét ménh dé diing véi s6 nguyén dieong bat Ki n = k >p va phdi
chitng minh ménh dé ding vén =k + 1.

B. Bai tap ap dung:
Bai tap 1: Chimg minh: 1+3+5+..+Q2n-1)= n’,neN (1)
Buée 1: Khin = 1, vé trai chi co mot sé hang bang 1, vé phai bang 17, vy hé thirc (1)
diang. q
Budc 2: Gia sir dang thue ding voi n=k >1, nghia la:
143+5+...4+(2k —1) =k*(gia thiét quy nap)
Ta ching minh (1) cling diing véi n =k + 1, tic la:
143454+ k=D +[2(k+D)—1]=(k+1)* (¥
That vay, tir gia thiét quy nap ta co:
vé trai ctia (*): 14+3+5+...+ k=) +[2(k +1)—1]=k> +[2(k +1)=1] = (k+1)*> = vé phai cta
*)
Vay hé thuc (1) ding véi moi neN".
Bai tap 2: Ching minh ring véi moi neN":n® +11n chia hét cho 6.
Véin =1, taco: 13+ 11.1 = 12 chia hét cho 6.
Ta phai chiing minh tinh chat dung véi n = k+1. That vay:
(k+1* +11k+D)=k> +11k +12+3k(k +1).
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Vi k> +11k+12chia hét cho 6 va k(k +1)1a s chdn nén 3k(k +1) chia hét cho 6.
— k> +11k+12+3k(k+1) chia hét cho 6 hay tinh chéat dung véi n=k+1.

Vay tinh chit trén dung voi moi neN'.
BAI TAP:

Bai 1: Ching minh rang v6i moi n € N*, ta c6:

a)1+2+...+n=n(n+1) b)12+22+...+nzzw
2 6
) P+23 .41 {”(”;D} d) 14427 4.+ nGn+1) = n(n+1)>
e) 1.2+2.3+...+n(n+1)=w
f)i+i+...+ L _n
1.2 23 nn+1) n+l1
Bai 2: Ching minh rang véi moi n € N*, ta ¢o:
a) 2">2n+1 (n>3) b) 22 >2n+5
) 1+t +L -l (n>2 d) 1 3 ol
22 n2 n 2n J2n+1
1 1 1 13
e) 1+— <2 —+ +ot—>— (n>1
) J’ [ vn )n+1 n+2 2n 24( )
Bai 3: Ching minh rang véi moi n € N*, ta ¢o:
a) n’ +11n chia hét cho 6. b) n®+3n®+5n chia hét cho 3.
c) 7.2°"2 +3*" chia hét cho 5. d) n® +2n chia hét cho 3.
e) 3% 422 chia hét cho 7. f) 13" —1 chia hét cho 6.
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§ 2. DAY SO

A. Kién thirc can nhé

1. Diy sb
u:N*—> R
n —u(n)
Dang khai trién:  (Up) = Uy, Uy, ..., tp, ...
2. Diy so tiang, day s giam
e (Uy) la diy s6 ting <> Upsq > Uy vEi moi N € N*,
S Upe1 — Uy > 0 Vol moin e N*

u 7 . .
& 51 véi mein € N* (u, > 0).

un

e (Uy) ld ddy sé gidM <& Upsq < Uy vEi moin € N*,
S Up+1 — Up< 0 vol moin € N*

u I . .
< <1 véi moin € N* (u, > 0).

ui’l

3. Dy sb bi chin
e (uy) la day sé bi chan trén < IM € R u, <M, vh e N*,
e (uy) la day s6 bi chin duéi < I € R:u, >m, vh e N*,
e (Uy) laddy s6 bi chin < 3In, M € R:m <u, <M, vh e N*,

B. Bai tap ap dung
Bai tip 1: Vict ndm so hang dau cua day so («,) cho béi cong thirc:

1 i 2 2, 3 3. 4 4 5 5

u =———= u. = =, U, =—=—, = =— U = = —
AR Po2’-1 377 22-1 7t 2t-1 157 7 2°-1 31
Bai tap 2: Tim s0 hang tong quat cua day so:

a) (u):1,2;4;8;16.

u =3
®) (u“):{u =2u

n+l n
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Giai
a) Ta thiy:
u,=1=2"%u,=2=2""u,=4=2""u,=8=2""u, =16 =2""=u =2""
Vay day (U.n) c6 sb hang téng quat: u, = 2",

b) Ta thay u, =3;u, =2u, =2.3=3.2"u, =2u, =2.6 =3.2%u, =2u, =2.12=3.2°
Vay day (un ) c6 s6 hang tong quat u =3.2""

BAI TAP
Bai 1: Hay viét 5 s6 hang dau cua day so (u,) cho bai:
2 1\ _
a) l/tnzznz 1 b) unzu C) un: n-1
n”+1 2n+1 a2 11
1Y (n+1)!
d) u, =(—§J e) u, =n+cos’n f)u = .
2
Bai 2: Hay viét 5 s6 hang dau cua day sé (u,) cho boi:
1
a) u,=2,u,,, :g(un +1) D) uy =15 u,=9u, ,=u —u, _,
2
C) U= 0, Uy = T d) u = =-2, Wyyo = Uiy _zun
u, +1

Bai 3: Hay viét 5 s6 hang dau cua day s6 (up), dy doan cong thirc s6 hang tong quét u,
va chitng minh c6ng thurc d6 bang qui nap:

2

a) u = =2u, +3 b) u, =3, ”n+1:‘,1+”n

’ n+1

C) uy =3, u,,,=2u

n

d) ul:_l’ un+1:2un+1 e) ulzl’ un+l:un+7
) 5 U u, +1

U =—Uy=—5—

1 4 1 2
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Bai 4: X¢ét tinh ting, giam cua cac day s (u,) cho boi:

2n+1 n_ -
a) u ="+ b) i =21 ¢) u, =
3n-2 4" +5 n+2
2
1 2 2—n
d) u _nrantl €) u =n+cos"n u =
n n2+1 n n \/;
Bai 5: Xét tinh bi chin trén, bi chin dudi, bi chan cua cac day sé (u,) cho bai:
2n+3 1 2
a) u = b) u = C)u =n"+4
), n+2 )y n(n+1) )ty
d) u _ A T — f) u =(-1)" cos =
R | " 1/n2+2n+n " 2n
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§3. CAP SO CONG

A. Kién thirc can nhé

1. Pinh nghia:(uy) ld cdp s6 cdng < Unpey = U, + d, ¥h e N*(d: cong sai)

2. S6 hang tong quat: u, =u, +(n-1)d voin >2
. . + :
3. Tinh chat céc so hang: u, = % voik >2

4. Tong n s hang dau tién:
n(u +u,) _ n|2u+(n-d|
2 2

Sn =u +tuy+..tu, =

B. Bai tap ap dung:

Bai tap 1: Xéc dinh cp sb cong (uy) biét:

u =19;u9 =135
Giai
Ta cé: u, =19 - u, +4d =19(1)
u, =35 u, +8d =35(2)

Lay (2) trir di (1): 4d =16=0d=4.
Thé vao (1): u, =3. Vay u, =3, d=4.

BAI TAP
Bai 1: Trong cac day s6 (u,) dudi day, ddy sé nao la cap sé cong, khi d6 cho biét s6
hang dau va cbng sai cua no:

au,=3n-7 b) un=3n+2 c) u, =n’
d) u =3" &) u =" ) u, =51
Bai 2: Tim sé hang dau va cong sai cia cip sé cong, biét:
) {u1+u5—u3=10 b) {u2+u5—u3:10 C){u3:—15
u +ug =17 u, +ug =26 u, =13
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d) U; —uy =38 e) Uy +u;5 =60 ) Uy + Uy +us = —12
Uy Uy =15 uﬁ +ulz2 =1170 uuy Uy =8

Bai 3: a) Gilra cac s6 7 va 35 hay dat théem 6 30 nita dé duoc mot Cap 30 cong.
b) Giira cac s6 4 va 67 hay dat thém 20 s nita dé duoc mot cap s6 cong.

Bai 4: a) Tim 3 sb hang lién tiép cua mot cap sé cong, biét tng cua ching la 27 va tong

cac binh phuong ctia ching la 293.
b) Tim 4 s6 hang lién tiép cua mot cap so6 cong, biét tong cua chung bang 22 va

tong cac binh phuong cua ching bang 66.

Bai 5: a) Ba goc caa mot tam giac vudng lap thanh mot cap sé cong. Tim sb do cac goc
do.
b) Sb do cac goc ciia mot da giac 16i ¢6 9 canh 1ap thanh mot cap sb cong co cong
sai d = 3°. Tim s6 do cua cac goc do.
¢) S6 do cac gbc ctia mot tir giac 16i 1ap thanh mot cap sé cong va goc 16n nhat gap 5
lan goc nho nhat. Tim s6 do cac goc do.

Bai 6: Chirng minh rang néu 3 s a, b, ¢ lap thanh mot cap sé cong thi céc sb X, v, z
cling 1ap thanh mat cap so cong, voi:

a) x=b*+bc+c?; y=c* +ca+a’; z=a* +ab+b*
b) x=a*—bc, y=b*—ca, z=c*—ab

Bai 7: Tim x dé 3 56 a, b, ¢ 1ap thanh mot cap sb cong, vai:
Q) a=10-3x; b=2x"+3c=7-4x b) a=x+1b=3x-2c=x>-1
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§4. CAP SO NHAN

A. Kién thirc cAn nhé

1. Pinh nghia:(u,) ld cdp s6 nhAn < Upes = Ung Vi N € N* (g: cong boi)
2. S6 hang tong quat: u, = ul.q”_l voin >2
3. Tinh chit cac s6 hang: u,f =u,_ .y, voik >2
S, =nu, voi g=1
4. Tong n so hang dau tién: u(1-q")
S, = B voi g #1
—-q

B. Bai tap ap dung:

Bai tap 1: Tim s6 hang dau va cong boi caa cap sé nhan

Uy —uy =72
Us — Uy =144

Giai

. q —u.q=72 (@ -H=72 (
Ta co: ul? ul? = ul? (q2 ) M
u.q —u.q- =144 uq.(@"-DH=144 (2)

Chia (2) cho (1) ta cé: g= 2.

Thé vao (1) taco: u, = +2 =12
2.2 1)
Vayu =12;q=2.
BAI TAP
Bai 1: Tim s6 hang dau va cong boi cua cap s nhan, biét:
R R ] L A § A B
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+u, +u, =14 ty ity ity =21 u +u, +uy +u, =30
d){m Uy T Uz = E) 1 1+i_l f){l 2 3 4

Uy Uy Uy =64 —+t— = u> +u +u? +u’ =340
14y U3 W owy oy 12 | Hly Ty Uy

Bai 2: a) Giita c4c 56 160 va 5 hdy chén vao 4 sb nita dé tao thanh mot cap s nhan,
b) Gitra cac so 243 va 1 hdy dat thém 4 so6 nira dé tao thanh mét cap so6 nhan.

Bai 3: Tim 3 s6 hang lién tiép caa mot cap s6 nhan biét tong cua ching 1a 19 va tich 1a
216.
Bai 4: a) Tim s6 hang dau caa mot cap sé nhan, biét rang cong boi 1a 3, tong sb cac sb
hang 1a 728 va sb hang cubi la 486.
b) Tim cong boi cua mot cap sé nhan c6 sé hang dau 1a 7, s6 hang cudi la 448 va
tong sé cac sb hang la 889.

Bai 5: a) Tim 4 goc cua mot tir giac, biét rang cac goc d6 1ap thanh mot cap s6 nhan va
goc cudi gap 9 lan goc thir hai.
b) Do dai cac canh cia AABC lap thanh mét cip s6 nhan.
Chirng minh ring AABC ¢6 hai géc khdng qué 60°.

Bai 6: Tim bbn s6 hang lién tiép cua mot cap sé nhan, trong d6 sé hang thir hai nho hon
sb hang thir nhat 35, con sb hang thi ba I6n hon s6 hang thir tu 560.

Bai 7: S6 s6 hang cua mot cap sé nhan 1a mot sb chan. Tong tat ca cac s6 hang cia né
I6n gap 3 lan tong cac s hang c6 chi s6 1é. Xac dinh cong boi cua cap sb do.

Bai 8: Tim 4 s6 hang dau cia mot cip s6 nhan, biét rang tong 3 s6 hang dau |a%, ddng

thoi theo thir ty ching 1a sb hang tht nhat, thi tu va thir tam caa mot cap s cong.

Bai 9: Tim 3 s6 hang dau caa mot cap sé nhan, biét rang khi tang sé thir hai thém 2 thi
cac s6 do6 tao thanh mot cp sé cong, con néu sau do tang sé cudi thém 9 thi chung lai
lap thanh mot cap s6 nhan.

Bai 10: Tim 4 s trong d6 ba s6 dau 1a ba sé hang ké tiép cua mot cap sé nhan, con ba sb
sau la ba s6 hang ké tiép ctia mot cap sé cong; tong hai s6 dau va cudi bang 32, tong
hai s gitra bang 24.

Bai 11: Tim cac s6 duong a va b sao cho a, a + 2b, 2a + b 1ap thanh mot cap sé cong va
(b +1)? ab + 5, (a + 1)% 1ap thanh mét cip sb nhan.

Bai 12: Ching minh rang néu 3 sé 2 A lap thanh mot cap sé cong thi 3 s6 X,
y—xy
y, z lap thanh mot cdp sb nhan.

2

y—<
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CHUONG 2. GIOI HAN

§ 5. GIOI HAN CUA DAY SO

A. KIEN THUC CO BAN
I. GIOI HAN HUU HAN CUA DAY SO

1. Pinh nghia 1. Ta noi day sé (u,) o gii han 1a 0 khi n dan toi dwong vé cuc, néu
lu,,| ¢6 thé nho hon mot s6 duong bé tuy ¥, ké tir mot s6 hang nao dé tré di.
Ki hiéu:
lirp u, = 0 hay u,, » +oo0 khin - +oo
n—-+4+oo
Nhu vay, (u,,) ¢6 gi6i han 12 0 khi n = 400 néu u,, ¢6 thé gan 0 bao nhiéu ciing
duoc, mién n da 16n.
Pinh nghia 2. Ta noi day (v,,) c6 gidi han la sé a (hay v,, dan téi a) khi n — +o0, néu

lim,_ (v, —a) = 0.

Ki hiéu:
lim v, =a hay v, - akhi n » +o.
n—-+oo

2. Céac gioi han dac biét

Tir dinh nghia suy ra cac két qua sau:

a) lim —=0; lim — = 0;v&ik nguyén dwong;
n—-+o 1 n—-+oon
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b) lim q"™ = 0néulq| < 1;
n—+oo

¢) Néuu, = ¢ (clahangsé)thi lim,,_ . u, = lim, ., c = c.
= Ghichu

Tl nay vé sau thay cho viét lim u, = a,ta c6 thé viét tat 1a: limu,, = a.
n—+oo

I1. PINH LI VE GIGI HAN HU'U HAN

Viéc tinh gidi han bang dinh nghia kh4 phirc tap nén nguoi ta thuong ap dung cac

cong thac gidi han dac biét néu trén va dinh 1i sau ddy ma ta thtra nhan.
binhli 1
a) Néu lim u, = avalim v, = b thi

e lim(u,+v,)=a+b
e lim(u,—v,) =a—>b
e lim(u,.v,) =a.b

. lim(u—")zg (Néub # 0)

Un
b) Néuu,, > 0véimoinvalimu, = athia > 0valim,/u, =+Va
I11. TONG CUA CAP SO NHAN LUI VO HAN

Cho cip s6 nhan vé han (u ) c6 cong bdi g, véi |q| < 1 téng cia cdp sé nhan I

vO hgn (u,) la:

Chdang han: Hai day s6 sau day la nhitng cap sé nhan 10i vo han:
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- Daysb: === = véi cong boi g = =;
y .2,4,8,.......,2n, ...... g , q_21
. X 11 1 1 1\n-1 o . . 1
- Daysg;l’——,—,——,—.......,(——) ) aen aen V0|C0ngb(_)|q=——.
3’9’ 27’81 3 3

Vidu 1:
, 2 ” e X A N L. 1
a) Tinh tong cua cap so nhan 10i vd han (u,), véi u, = -

- 2o 1 1 1 -1
b)Tlnhtong.1—E+Z—§+---.+(—E) + -

Giai
~ 1 1
a) Vlun—3—n=u1=§;q=—Dodo
1
R NP S
3 9 27 3n T 1-q 4_1 2
3
b)  Céac sb hang cua tong lap thanh cap sé nhan Iui vé han véi u1=1,q=—%.
Viy
s=1-o4i 1y +< 1)n_1+ S U
B 8 2 _1—q_1_(_1)_3
2

IV. GIGI HAN VO CUC
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1. Pinh nghia

e Tanoiday sb (u,) c6 gidi han 1a +oo khi n = 400 néu u, c6 thé 16n hon mot s6
duong bat ki, ké tir mot s6 hang nao do trg di.
Ki hiéu:
limu, = +o0 hay u,, » +o khin - +oo.
e Day sé (u,) dugc goi la c6 gidi han 14 —oo khi n = +00 néu lim(—u,,) = +oo.
Ki hiéu:

limu, = —oo hay u,, > — khin - +oo.

Nhan xét
limu, = +o0 < lim(—u,) = —».
2. M@t vai giéi han dic biét
Ta thtra nhan dinh 1i duéi day:

a) limn* = +oo (k € N¥)
b) limq™ = +oc0 néu (q > 1)

3. Pinh li

Pinh i 2

v . N 3 N - u
a) Néu limu,, = a va limv,, = oo thi llmv—n =0
n

v . - \ * Yl - N\ ] u
b) Néu limu,, = a > 0; limv, = 0 vav, > 0(Vn € N*) v&i moi n thi llmv—n = 400
n

¢) Néu limu,, = +oo va limv, = a > 0 thi lim(u,,.v,) = +o
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B. BAI TAP AP DUNG

Vi du 1: Tinh
limﬂ
—2n+1
Giai
Chia ca tir s6 va mau sb cho n, ta duoc
Sn+7 _ 5 +%
-2n+1 _, +%

7 7
Vilim<5+—)=lim5+lim—=5+0=5
n n

1 1
Valim (—2 + E) = lim(-2) + limg =-24+0=-2

_— 5+ um(5+7)
nénllmTH:llm Tl1= 1 =_—2
—2+ llm(—2+ﬁ)
Vidu 2: Tinh
y 3n?—n
o n?+1
Gial

Chia ca ttr s6 va mau sé cho n 2, ta duoc
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1
3n2—n 3—4
n2+1 n

1 1
Vilim(3——)=1im3—1im—=3—o=3
n n

11 11
Va lim (—.—+ 1) — lim—.lim=+lim1 =00 +1=1
nn n n

3n% —n 3—1 llm(3—%
nénlimnz_l_l:limlln = 11 =I=3
ﬁ'ﬁ-l_l llm(HH-F 1)
Vidu 3: Tinh
V14 4n?
lim————
1—-2n
Giali
Ta co:
1 1 1
VIt anz nz(ﬁ+4) n. ?+4 F+4 2
llmm:llm 1—2n =lim1—=lim1—=_—2=—1
n(—2) (7-2)
Vidu 4: Tinh
- 2n+5
lim
n.3"
Giai
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Chia ca tr va mau cho n, ta duoc

5
2n+5=2+ﬁ
n.3m 3n

Vi lim (2 + %) =2;lim(3") = +0 = lim% = lim%l% = 0.
Vi du 5: Tinh
limn®?-2n-1)
Giai
Taco

2 2
n2—2n—1=n2(1————2)
n n

2 2
Vi lim n? =+00;lim<1————2>=1>0
n n

: 2 _ _ — Tiran2 A
= lim(n* —2n—1) = limn (1 - nz)—+00.

C. BAI TAP

1. Tinh cac gidi han sau:

i 6n—1 B i 3 +n—5

a) lm3n+2' ) Lim 2n2+1 '’
i 3" +5.4" i In?2—-—n+1

&) lim = o yim—p—
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2. Tinh céc giadi han sau:

a) lim(n3+2n? —n+1); b) lim(—n? + 5n — 2);
¢) lim(v¥nz —n —n); d) lim(vVn? —n +n).
3. Tinh

RS R S G
B 10 102 10n-1

4.. Tinh
2 3 n

3o B B e ) o

5. Cho s thap phan vé han tuan hoan a = 1,020 202 .... (chu ki 02). Hay viét a duéi

dang maot phan sé.
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§ 6. GIOI HAN CUA HAM SO
A. KIEN THUC CO BAN
l. GIO1 HAN HUU HAN CUA HAM SO TAI MOT PIEM
1. Pinh nghia

Pinh nghia 1

Cho khoang K chtra diém X, va ham s6 y = f(x) xac dinh trén K hoic trén
K\ {xo}.
Ta n6i ham sé y = f(x) c6 gidi han 1a L ( khi x dan t&i Xo, néu véi day sé (x,) bat ki,

X, € K\ {xo} vax, - x,taco f(x,) - L.

Ki hiéu:
lim f(x) =1L
X—Xq
Nhdn xét:
lim x = x,; lim ¢ = ¢ ( clahang sd)
X—Xg X—Xq
2. Pinh li vé giéi han hiru han
Ta thtra nhan dinh 1i sau day:
Pinh Ii 1:
a) Gia st lim f(x) = L; lim g(x) = M, ta cé:
XX X—=Xo

« lim[F() + 9] =L +M

« ImIfG) - 9G] =L—M
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* giglo[f(x)-g(x)] =L.M

b) Néu f(x) = 0; lim f(x) =L thi L > 0va lim \/f(x) =L
X=X X=X

(Dau cua f(x) duoc xét trén khoang dang tim gidi han, Véi

X #F Xg).

3. Giéi han mgt bén

Dinh nghia 2:

* Cho ham s6 y= f(x) xac dinh trén khoang (Xo; b).
S6 L duoc goi 1a gisi han bén phai cua ham sé y = f(x) khi x,, = x, néu voi day sé (x,)
bat ki, Xo < X, < b va x,, = x,, taco f(x,) — L.
Ki hiéu:
lim, fx) =L

x-xd
* Cho ham s6 y= f(x) xac dinh trén khoang (a; Xo).
S6 L duoc goi 1a gidi han bén trai caa ham sb y = f(x) khi x,, = x, néu véi day s (X,)
bat ki, a < X, < Xo VA x,, = x,, ta co f(x,,) = L.
Ki hiéu:

lim f(x) = L.

X=X

Ta thtra nhan dinh li sau:

Pinh li 2
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lim f(x) =L & lim fx) = lim f(x) =L

X—>Xo

. ] . _(5x+2néux=>1
Vi du 3: Cho ham sé f(x) _{xZ—Sné'ux<1
Tim

lim f(x); lim f(x); valimf(x) (néucd).
x—1" x—1t x—1

Giai.
Ta co.
I = me? -9 =1t-3= 2
xll)ril+ flx) = xli_,r?+(5x +2)=17.
Nhu vay

lim f(x) # lim f(x) = lim f(x) khong ton tai.
x—>1" x—1t x—>1
I1. GIG1 HAN HUU HAN CUA HAM SO TAI VO CUC

Dinh nghia 3:

a) Cho ham s6 y= f(x) xéc dinh trén khoang (a;+oo).
Ta n6i ham sé y = f(x) ¢6 gidi han 1a s6 L khi x — 400 néu véi day sb (x,) bat ki, Xo < X,
<bvax, - +oo,taco f(x,) = L.
Ki hiéu:
lim f(x) =1L

X—>+00

b) Cho ham sb y= f(x) x4c dinh trén khoang (—oo; a).
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Ta n6i ham sé y = f(x) c6 gidi han 1a s6 L khi x — —oo néu véi day s6 (x,) bat ki, va
X, > —oo,taco f(x,) - L.
Ki hiéu:

Jim f(x) =L

= Cchay:

Véi ¢, k lahang sé, k € N*, ta lubn co:

c
lim ¢ =c; lim —k=0
x—+oo x—>+too X
Vi du 3: Tinh
. 3x% — 2x
x—IHIOO x2+1
Giai
Chia ca tir va mau cho x?, ta cé
2 ) 2 ) ) 2
L ozeoa 3-% im(3-7) m3-im (-5) 3-0
x>+ x2 4+ 1 x—>+00 1 - 1 : ; 1 1+0
1 +x2 xl—1>IPoo (1 +x2) xl—l>r-i!lool +xl—1>r-Poo( 2)

I11. GIGI HAN VO CUC CUA HAM SO
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1. Giéi han vo cuc
Dinh nghia 4

Cho ham s6 y= f(x) xac dinh trén khoang (a;+0).
Ta n6i ham sé y = f(x) c¢6 gigi han 1as6 —oo khi x — +oco néu vai day sb (x,) bat
Ki, X, >avax, - +oo,taco f(x,) > —oo.
Ki hiéu:
lim f(x) = —oo

X—>+00

Nhan xét:
lim f(x) =40 lirp (—f(x)) = —o
X—>+oo

X—+o00

2. M@t vai giéi han dic bigt

a) lim x* = +o0 Véi k nguyén duong
X—+ o0

b) lim x* = —oco néu ks lé
X——00

c) lim x* = +oo néu k 1a s6 chan
X——00

3. M@t vai quy tac vé giéi han vo cuc
a) Quy tic tim giéi han caa tich f(x). g(x)

Néu lim f(x) =L # 0; lim g(x) = +oo( hodc —)thi lim f(x)g(x)
X=X X—Xo

X—Xg
lim f(x) lim g(x) lim f(x)g(x)
X—X0 X—Xg X—Xg
L>0 +00 +o0
—00 —00
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L<O 400 —00

3. Quy tic tim giéi han ciia thwong %
Jim f (x) Jim g (x) DAu cua g(x) - i)
x=%o g (X)
- oo Tayy 0

L>0 - —

0 —® —Q0

L<O - —

— o -

C4c quy tic trén van dang cho cac trudng hop
X = X5;X = Xg;X = +00;x - —00
4. BAI TAP AP DUNG
Vidu 1: Tinh

x2 41

x—3 2\/§

Giai:

Theo dinh i vé gigi han ta c6
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lim 2241 limgozx2+1  limyozx2+limy31  limyozx. limy 3 x.+limy,31 _ 33+1 5
x=3 o vx limy_,3 2vVx limy_3 2Jimy_3 Vx limy3 2.4/limy_3 x 243 V3

Vidu 2: Tinh

x4+ 3x—4
lim——
x-»1  x—1

Giai:
Vi (x — 1) - 0 khix - 1, nén ta chua thé &p dung duoc dinh Ii néu trén.
Nhung véi x # 1taco

x*+3x—4 (x—-1D(x+4)

x—1 x—1 x4
Do dé
i = I Sl =5

Vidu 3: Tinh

lim (x3 — 2x)

X——00

Giai.

Taco

2
lim (x3 —2x) = lim x3 (1 - —)

X——00 X—>—00 x2

Vi lim x3 = —oo; lim (l—xiz)=1>0=> lim x?’(l—%):—m.

X——00 X——00 X——00
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Vidu 4: Tinh
I 2x =3 0 1 2x —3
o Mmoo R
Giai
a) Taco
lirg1_(x—1)=0,x—1<0vé'imc_)ix<1Vé
xX—
1irjr3_(2x—3)=2.1—3=—1<0
X—
- 2x-—3
= lim = +o00,
x-1" x — 1
b) Taco
lir{1+(x—1):0,x—1>0V('riinx>1Vé
X—
lim(2x—-3)=21-3=-1<0
x—-1t
- 2x-—3
= lim = —o00,
x-1t x — 1
C.BAITAP
1. Tinh c&c gidi han sau:
. 2x — 6 0 —2x*+x—-1
a)x—1>r£1m 4 — x ! x—1>rPOO 3+x ’
lim ———; @) lim =1,
) x—1>rpoox2+1' Pl x+1"'
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4—x2 . Vx+3-3
) xlimz x+2’° 2 }cl—l}é?'

2. Tinh céc gidi han sau:

l 3x -5 § i 2x =7 2x =7
DI G2 ) M ot x— 1

3. Tinh céc giadi han sau:

4%
a) lim (x*—x%2+x—-1); b) lim ———;
x—+ 00 X—>+0oo 5—2X
li 17 d) lim (—2x3+3x2-5)
) Jim ey ) lim (27 + 3
4. Tinh cac giéi han sau:
| x?—1 Y x3+x%2-2
a)x1—>m1x—1 )xl—r>r%x4—x3+x2+x—2'
. x*+x—-7 . VZx—1-+x
C)x—l>r-lpoo x2+1 ° )xl_rg x—1 ’
vi+2x -1
e) lim ———; f) lim (\/x2+x+1—x);
x—0 2x xX—+00
I +x
Lo Yo TR - 2 _
g9) xl_l)lzloo Eox h) xl_1>r_noo( x2+14+x 1)
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§7.HAM SO LIEN TUC
A. KIEN THUC CO BAN

I.HAM SO LIEN TUC TAlI MQT PIEM
Pinh nghia 1
Cho ham sé y = f(x) xac dinh trén khoang K va x,, € K.

Ham s6 y = f(x)dwoc goi la lién tuc tai x, néu lim f(x) = f(x,)
X—X0
I1. HAM SO LIEN TUC TREN MOT KHOANG
Dinh nghia 2
* Ham sb y = f(x) dugc goi 1a lién tuc trén khoang (a; b) néu ham s lién tyc tai

Xo, VXo € (a; b)

* Ham sb y = f(x) duoc goi 1a lién tuc trén doan [a; bJnéu ham sé lién tuc trén
khoang (a; b) va
lim f(x) = f(a)va lim f(x) = f(b)
x—-at x—b~

I11. MOT SO PINH Li CO BAN
. Ham sb da thuc lién tuc trén R
. Ham s6 phan thac hitu ti (thuong cta hai da thtc) va cac ham sb luong giac lién

tuc trén tung khoang xac dinh cua chang.
. Gia sir cac ham s6 y = f(x) va y = g(x) lién tuc tai X, thi

+Ham sé y = f(x) + g(x); y = f(X) - g(X) ; y = f(x). g(x) lién tuc tai xo

+Hamséy = % lién tuc tai diém X, (néu g(x) = 0)
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. Néu ham sé y = f(x) lién tuc trén doan [a; b] va f(a). f(b) < 0 thi ton tai it nhat

mét diém ¢ € (a; b) sao cho f(c) = 0

B. BAI TAP AP DUNG
Bai todn 1: Ham s lién tuc tai mot diém

Phuwong phap:

Pé chang minh ham sé f(x) lién tuc tai mot diém Xo, ta qua 3 budc sau day:
By:Tinh f(x,)

B,:Tinh lim f(x)
X-Xg

B5:So sanh f(x,) va lim f(x)
X—Xg

Néu lim f(x) = f(x,) thi kétluin f(x)lién tuc tai diém x = x,
XX

xZ—4
Vi du 1: Cho ham sé : f(x) ={x—z’ X # 2
4, x =2

Xét tinh lién tuc cta ham sé f(x) tai diém x, = 2
Giai
Ta co:

*Tinh f(xo) = f(2) = 4
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x2—4 (x+2)x-2)
2 Am—— o T limx+2)=4

« Tinh lim f(x) = lim
xX—2 xX—2
Do do:
lim f(x) = f(2)
X2
Vay f(x) lién tuc tai diémx = 2

3—x+1 x<1
3x+2, x=>21

Vi du 2: Cho ham sé: f(x) = {x
Xét tinh lién tuc caa ham s6 f(x) tai diém x, = 1
Giai
Ta cé:
* Tinh f(x,) = f(1) =31+4+2=5
* Tinh xli_gl_f(x) = ?}i_)ril_(Bx +2)=314+2=5
lim £ = Jim 6" —x 1) =1
Vi xll_)r{l_ fx) # ;}Lnll+ f(x) nén }CI_I)I} f(x) Kkhong ton tai
Vay f(x) khong lién tuc tai diémx = 1

Vi du 3: Xét tinh lién tuc cia ham sé f(x) = xxTZ tai x, = 3.

Giai
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Ham sé y = f(x) lién tyc trén R \ {2}. Do d6 xac dinh trén khoang (2; +oo)chira

x0=3.
I — lim—— = 3 = f(3
Imf@) =limr—5=3=13)
Vay ham s y = f(x) lién tuc tai x, = 3.

Bai to4n 2: Ham sé lién tuc trén mét khoang, mét doan

Phwong phap:

1/ Ham s f(x) lién tuc trén khoang (a; b) < f(x) lién tuc tai moi diém thuoc khoang
(a; b).

2/ [ Ham s6 f(x) lién tuc trén doan [a; b] néu f(x) ) lién tuc trén khoang (a; b) va

lim fG) = f(a);  lim fGO) = f(b)

) x%-2x-3 3
Vi du 4: Xét tinh lién tuc cia ham sé: f(x) = { w3 X
4, x=3

trén tap xac dinh caa né.
Giai
Tap xac dinh ciaham s f(x) la: D = R

x%2-2x-3
x—3

e Néux#3thif(x)=

Vi f(x) 1a thuong cua 2 da thie, dong thoi mau sé x — 3 # 0; Vx # 3 nén f(x) lién tuc

trén cac khoang (—oo; 3)va (3; +»)

T6 Toan- Khoa Khoa hoc co ban Trang 30



Tap bai giang toan 3A Truong CDKT Ly Tu Trong TP.H6 Chi Minh

e Taix=3.Tacdéf(3)=4

_ o x?2=2x-3  (x+DHxx-3)
M= T T T o iD=

Do do:
lim f(x) = f(3)
x—3

Suy ra f(x) lién tyc tai diém x = 3

Vay ham sé f(x) lién tuc trén R.

) 2x%-2x +1
Vidu 5: Chohamso f(x) = { PRI
5; x=1

Xét tinh lién tuc ca ham s trén tap xac dinh cua no.
Giai
Tap xac dinh cia ham sb 1a: R..

2x%-2x

x-1

e Néux#1,thi f(x) =

Pay 1a ham s6 phan thac hit ti 6 tap xac dinh 1a; (—oo; 1) U (1; +00).
Vay no lién tuc trén mdi khoang (—oo; 1)va (1; +o00).
e Néux=1tacof(x)=>5.

2x% — 2x 2x(x — 1)
——— = lim——— = =lim 2x = 2.

lim f(x) = lim
x—1 f( ) x-3 X — x—3 X — x—1

T6 Toan- Khoa Khoa hoc co ban Trang 31



Tap bai giang toan 3A Truong CDKT Ly Tu Trong TP.H6 Chi Minh

= lim,,; f(x) # f(D).
Suy ra ham sé di cho khéng lién tyc tai x = 1.

Két luan: Ham sé da cho lién tuc trén cac khoang (—oo; 1); (1; +00) va gian doan tai

x =1
Bai toan 3: Chirng minh phwong trinh c6 nghiém nhé tinh lién tuc ciia ham sé

Phwong phap:

Néu ham sé y = f(x) lién tuc trén doan [a; b] va f(a). f (b) < 0 thi phuong trinh f(x) = 0

c6 it nhat mot nghiém nam trong khoang (a; b)

Vi du 6: Chtng minh rang phuong trinh: x3 4+ 3x2 4+ 5x — 1 = 0 ¢ it nhat mot nghiém
trén khoang (0; 1)

Giai
Xéthamsé: f(x) = x® + 3x%2 +5x — 1
Ta c6 f(x) 1a da thie nén lién tuc trén doan [0; 1]

f(0) = —1

Mat khac: { f(1) =8

= £(0).f(1) < 0

Vay phuong trinh f(x) = 0 ¢d it nhat mot nghiém trén khoang (0; 1).
Vi du 7: Chang minh rang phuong trinh x3 + 2x? — 5 = 0 ¢6 it nhat mot nghigm.
Gial

Xét ham sé f(x) = x3 + 2x2 — 5.
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f(0) = =5

Ta co: { f(2)=7

= f(0).f(2) <0.

y = f(x) 12 ham s da thic nén lién tuc trén R. Do d6, né lién tuc trén doan [0; 2]. Tir
d6 suy ra phuong trinh f(x) = 0 ¢6 it nhat mot nghiém x, € (0; 2).

C.BAI TAP

1. Xét tinh lién tuc cua ham sé f(x) tai x = 2, biét

x3—-8

f@=1%—2" **?
5; X =

2. Xét tinh lién tuc caa ham so f(x) tai x = 1, biét
X — 3_ 1
f(x)={x+1' *7
—-1; x=1

3. Cho ham sb

f(x)={ e¥; x<0

a+ x; x=0
Véi gid tri ndo ciia a thi ham s £ (x) lién tuc trén R.

4. Tim a dé ham sé :

x3—x?+2x—-2 )
3x + 3; x=1

lién tuc tai x = 1.
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5. Xét tinh lién tuc cua ham sb £ (x) trén tap xac dinh cua no, biét

x% =2
f(x)= —x—\/f; x¢\/§
2\/5; x =2

6. Chitng minh rang phuong trinh: 4x* + 2x2 — x — 3 = 0 ¢0 it nhat hai nghiém phan
biét trén khoang (—1; 1)
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ON TAP CHUONG II
1. Tinh cac gidi han sau:

8n+1 .. n’+n-—2
n+5 Y lim—

a) lim

S VIn?—-n+1 ]
c) lim ; d) lim (\/nz +5n—-1 —n);

4n — 2
_ 1 on—75n
e)llmW \/_ f)llmsn—_l_gn,
2. Tinh céc gidi han sau:
| —5x—1 0 5x°+3x+1
Qo ) im o1
¢) lim(x? —7x + 1); d) lim (\/x2+5x—1—x);
xX—2 X—+00
5x —10x+ 5 . x% +3x% + 2x
e)x—>3 x—1 ’ f)xl—rg x+ 2 ’
3. Tim c&c gidi han sau:
i x+3 0 i x*+5x+6
a)129+x+x2' )er93 x%2+3x '
lim (—x% + %% — 2x + 1) ; d) lim o2t Amx
) Jim (=3 +#? = 25+ 1) )
l x+3 y 5x+2_
o im =1 f lim 7
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4. Xét tinh lién tuc trén R cua ham sb

5. Cho ham sb

xz—x—Z_

f(x)= x—-2 '
5—x;

3—x _

fx) = Vx+1-2'
a,

x> 2

x <2

X ¥+ 3

x =3

Vi gia tri nao cua a thi ham sb £ (x) lién tuc tai x = 3.

6. Chang minh ring phuong trinh x° — 3x* + 5x — 2 = 0 ¢6 it nhat 3 nghiém nam

trong khoang (—2; 5).
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Chwong III. PAO HAM
§ 8. PAO HAM VA Y NGHIA CUA PAO HAM
A.LY THUYET

1. Dinh nghia dao ham tai mgt diém: ’
Dinh nghia: Cho ham s6 y= f(x) xac dinh trén khodng (a; b) va xo € (a; b). Néu
ton tai gidi han (hiru han)

y £ = f(x0)
im

X—=Xg X — xO i .
thi gii han d6 dugc goi la dao ham ciaa ham so y= f(x) tai diém x, va ki hiéu la
’(x0) (hoac y’(xo)), tirc la:

£ (x,) = lim f(x) — f(x0)
X=X X — Xy
CHU Y:
Pai luong AX= X — X duoc goi 12 s6 gia cta d6i so tai Xo.
Pai luong Ay= f(x) — f(Xo)= f( Xo+ AX) — f(Xo) duwoc goi | s6 gia twong
rng ciia ham sé. Nhu vay:

. . Ay
y' (%) = Al,‘fi’o&

2. Cach tinh dao ham bing dinh nghia:
Quy tac:

/ Budc 1: Gia sir Ax 1a sb gia caa doi sb tai o, tinh: \
Ay = f(Xo + AX) — f(Xo).
Buéc 2: Lap ti sé L.
AX

. N A
Buoc 3: Tim limy,_,q A—z

. /

Vi du 1: Tinh dao ham ctua ham s f (x) 1 tai Xo =1
X

Giai
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Gia st Ax 1 sb gia caa ddi sb tai xo = 1
Ta co: Ay = f(1 + AX) — f(2)

B 1 L —AX
1+ Ax 1+ Ax
Ay —1
AX 1+ A4Ax
lim 2 — i -

Vay f(1)=-1
3. Y nghia hinh hoc ciia dao ham
Pinh Ii 1. Cho ham sb y= f(x) xac dinh trén khoang (a; b) va c6 dao ham tai X,
e (a; b). Goi (C) 1a d6 thi ctia ham sé dé. Ta co:

[ DPao ham cua ham sé y= f(x) tai diém xo bang véi hé sb goc cja tiép tuyén

M,T cua (C) tai diém Mg( Xo; f(Xo)).

4. Phwong trinh tiép tuyén:
Pinh li 2

Phuong trinh tiép tuyén ciia d6 thi (C) cua ham sé y= f(x) tai diém Mg( Xo; Yo) la:

Y — Yo= £ (X0)(X — Xo)
tr0ng do Yo= f(Xo).

Vi du 3: Cho parabol y =— x* + 3x — 2. Viét phuong trinh tiép tuyén ciia parabol
tai diém c6 hoanh d6 xqo= 2.

Giai
Taco: Xg=2
. Yo=Y(2) =0.
Bang dinh nghia ta tinh dugc: y’(xo) =y’ (2)=-1
Viy phuong trinh tiép tuyén cua parabol tai diém My(2; 0) la

Y — Yo= 7 (X0) (X — Xo)
oYy-0=(-1).xX-2) oy=-x+2.
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B. BAI TAP N , 7
1. Tinh dao ham cia moi ham s6 sau tai diém da chira:
a) y=x*—3x tai Xo=2
b) y=x*+1 tai Xo=-2
c) y= 2 tai Xo=3
X
2. Viét phuong trinh tiép tuyén cua duong congy = x° + 1
a) Taidiém (-1;0)
b) Taidiém c6 hoanh do xo=2
c) Biét hé so goc cua tiep tuyen bang 12

3. Viét phuong trinh tiép tuyén caa duong cong y = 2
X

d) Tai diém (-1; -2)
e) TaidimcohoanhddXo=2
f) Biét hé so goc cua tiep tuyen bang 8
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§9. QUY TAC TiNH PAO HAM
A.LY THUYET
I. Pao ham cia mat s6 ham thwong gap

1. Pinh i 1

Ham s y=x" (n € N, n> 1) c¢6 dao ham tai moi X eR va
(Xn)’ — an-l

Nhan xét :
- Pao ham caa ham hang bang 0 : (Cy=0

-Paohamcuahamséy=xbingl: (x)’=1

2. Pinh 1i 2

Ham s6 y=+/x ¢ dao ham tai moi x >0 va

1
(&)—2&

1. Pao ham cia tong, higu, tich, thwong: 7
1. Dinh i 3: Gia st u = u(x), v = v(x) la cac ham so c6 dao ham tai diem x thoc khoang
xac dinh.

Taco:

/ (ut+vy=w+v \

u-vy=v-v

(uv)’ =uw’v+uv’

u u'v—uv'

(=)' —(v=v(x)#0)

k v v
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Bang quy nap toan hoc ta chirng minh duoc :

[ (u,fu,£...tu ) =u iuzi...iun}

Vidu 1: ’
Tinh dao ham cac ham so :
Q) y=x+x*-x

X + X
b) y= x-1
Giai
a) Tacd: (C+x°—x°) =(x°) +(x%) = (X°)
= 3x? + 2x — 5x*
b) Taco:
[xz —1) (X% =)' XX = (X2 =) (x~/x)’
XX ) (x~/x)?
2 [T (w2 1
) 2x2~/x — (x 1)(1\/;+x2&)
X3
2x%/x — x2~/x — X2f+\/;+\/2;
— ve
~ x2/x +34x
B 2x3

1. (ku) =ku (klahangsé)
2. &y =-L (v=v(x=0)
\' \'

Vi du 2: Tim dao ham cta ham sé: y =

Giai

1-2x2
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: 5 . 1
Y =) =552
5 (1 2x%) (-4x) 20X

(1-2x )2)_ (_(1—2 )2)_(1 2x?)?

I1I. PAO HAM CUA HAM HQP

1. Ham heop: Gia sir ham sb u = g(x) xac dinh trén khoang (a;b) va lay
gia tri trén khoang (c;d);
Ham sb y = f(u) xac dinh trén (c;d) va lay gia tri trén R. Khi do, ta
lap mot ham sb xéac dinh trén khoang (a;b) va ly gia tri trén R theo

quy tac :
x—>f(g9(x))
Ta goi y = f(g(x)) lIa ham hop caa ham y = f(u) véi ham u = g(x).
.I:
a b

= f(u)
=f(9(x))

Vidu 3: Ham sb y = sin(2x + 3) 1a ham hop caa ham y = f(u) = sin u va ham
u=g(x)=2x+3
2. Pinh 1i 4. Néu ham sb u = g(x) c6 dao ham tai x la u', vaham sé y =
f(u) co dao ham tai u 1a y', thi ham hop y = f(g(x)) c6 dao ham tai x 1 :

[ yX yU uX }

Vi du 4: Tim dao ham cua ham sb y = sin(2x + 3) (xemu =2x + 3)
Gial
Tacé:y =(sin(2x +3)) = cos(2x + 3).(2x + 3)

= cos(2x + 3).2
=2 cos(2x + 3).
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Bang tom tit

/(u+v+w)’:u’+v’+w’\

(k.u) =k.u
(u.vy =uv+uv
Qy=“(;m%v=wm¢0>
&y =¥ v =v() 0)
\Y \Y

\y’x = yu’-.u,x /

B. BAI TAP ,

1. Tim dao ham cac ham so sau:
a)y=x*-2x*+5x*—x+9 e) y =v3x% — 2x
b) y=4x>(x®-2x* +5) f) y= 1+ 2x
c) y=(2x* +9x)V/x Va+x°

4+2x° g9) y=@+x°
d) y=- y
- h) y=
2+ x°

2. Choham s y = 2x* — 3x* +5
a) Timy (-3)
b) Timx déy >0
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§ 10. PAO HAM CUA HAM SO LUQNG GIAC

A. LY THUYET:

1. Gi6ihancia "X
X
Pinh Ii 1:
. sinx
=71
=D
Vidu 1: Tinh
Iimtanx
X— X
Ta co: 0
IImtanx_I m(smx )_Ilmsmx I|m 1 1
x—0 X x—0 COSX x—0 X x>0 COSX

2. Pao ham ciia ham sb y = sinx

Pinh 1i 2
Ham sb y = sinx c6 dao ham tai moi xeR va
(sinx) = cosx
Chuy: , —
Néu u = u(x) thi [ (sinu) =u.cosu ]
Vidu 2:

Tinh dao ham: (sm(x +1)) = (x* + 1) cos(x* + 1) = 2x.cos(x? + 1)
3. Pao ham cia ham sé y = cosx

Pinh Ii 3
Ham s6 y = cosx c6 dao ham tai moi XxeR va
(cosx) = -sinx
Chay:

Néu u = u(x) thi [ (cosu) = -u’.sinu ]

Vi du 3: Tinh dao ham (cos(3x)) = -(3x) .sin(3x) = -3.sin(3x).
4. Pao ham cia ham sé y = tanx
binhli4
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Ham s6 y = tanx c6 dao ham tai moi X#% + km, k eZ va

(tan X) =

cos* X

Chay:

Néu u = u(x) thi [ (tanu) = u2 }
cos?u

(2x+2)
Vi du 4: Tinh dao ham: (tan(2x+2)) = 3 _
cos’ (2x+%) cosz(x+%)

2

5. Pao ham ciia ham sé y = cotx
Pinh li 5

Ham s6 y = cotx c6 dao ham tai moi x# Kk, k Z va
1
sin? x

(cotx) =—

sin?u

Néu u = u(x) thi [ (cotu) =— u }

Vi du 5: Tinh dao ham :

@x-%y
(cot@x—Z)) =— 4 —=- 3 —
sin (3X—Z) sin (3x—z)

BANG PAO HAM
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(x") =nx"* ") =nu"t
1 1 u
(x X (U) T
1
(Wx) =—— Joy =4
| 24x WU =3
(sinx) =cosx (sinu) =u cosu
(cosx) =—sinx (cosu) =-u'sinu
(tan x) = tanu) = |
cos’ X (tanu) o0
(cotx) =—— cotu) = —
sin’ x (cotu) Sn?0
B. BAI TAP

Bai tap 1: Tim dao ham céac ham sé luong giac sau :
: X
a) y=sin 3x—cosE

_sinx—2cosx
COS5X +Sin X

C) y=+1+tanx

d) y=sin®x

b) y

e) y=cos(2x+%)
f) y=cotx®

g) y=sin® x+cos’ x+cosz(%—x)+sin2(2§+x)
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§11. VIPHAN
A. LY THUYET

Pinh nghia: Cho ham s f(x) xac dinh trén khoang (a;b) va c6 dao ham tai x
e(a;b).Gia str Ax 1 s6 gia cua x.

Ta goi f (x).Ax 12 vi phan cua ham s y = f(x) tai X (ng véi sb gia AX.Ki hiéu
la df(x) hoac dy, nghia la :

[dy = df(x) = f (x).Ax J

Chuy:
Ap dung dinh nghia trén vao ham sé y = x
Taco: dx = (X) .AX = 1.AX =AX
Do d6, véi ham sb y =f(x) ta co:

Ejy = df(x) = f (x)dx }

Vidu 1: Tim vi phan ham sé sau:

a) y=x3+3x%—5x
b) y = cos’x
Giai
a) y=xX+3x°-5x >y =3x* +6x-5
Vay: dy = (3x° + 6x — 5)dx
b) y = cos’x - y = -2sinx.cosx = sin(2x)

Vay: dy = sin(2x)dx.

B. BAI TAP ,
Bai tap 1: Tim dy biét:
a) y = tan’x

b) y=4x*-2x*+4
c) y = cos’x —sin2x
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§12. PAO HAM CAP HAI

A. LY THUYET

Dinh nghia: Gia st ham sb y = f(x) c6 dao ham tai tai moi diém x e (a;b).
Khi @6, hé thac y = f (x) la mot ham so6 mai trén khoang (a;b).

, Néu ham s6 y = f (x) c6 dao ham tai X thi ta goi dao ham cua y 1a dao ham
cap hai cua ham so y = f(x) tai x va ki hiéu 1a: y hoac f (x).

_ ChU y: - Bao ham cp 3 cua ham s6 y = f(x) dwgc dinh nghia twong tu va
ki hieu lay” hoac f (x) hoac f¥(x).

- Cho ham s6 y = f(x) c6 dao ham c4p n-1, ki hiéu 1a f"™(x) (neN va
n>4)

Néu f"(x) c6 dao ham thi dao ham ciia n6 dwoc goi 1a daao ham cip n
cua f(x) . Ki hiéu 1a: y™(x) hoac f"(x)

000 = (1" 00)

Vidu 1:
Choy=xthi y =5x*; y =20x* ; y =60x°
B. BAI TAP
Bai tap 1: Tim dao ham cap hai cua cac ham s6 :

2
a)y=—-

4+ X
b)y =sin 2x
c)y =cos’ X
d)y=(x+5)"

e)y = x(x* +2x-3)
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CHUONG IV. UNG DUNG PAO HAM PE KHAO SAT VA VE PO
THI CUA HAM SO.

§13. SU PONG BIEN, NGHICH BIEN CUA HAM SO

I. TINH PON PIEU CUA HAM SO
1. Nhic lai dinh nghia
Ki hiéu K 1a khoang hodc doan ( nira khoang). Gia sir ham sé y = f(x) xéc dinh
trén K. Ta noi:
Ham s6 y = f(x) dong bién (ting) trén K néu véi moi cip X1, X, thudc K ma x;
nho hon X, thi f(X;) nhé hon f(xy), tirc 1a
X1 < X2 => f(x1) <f(x2);
Ham s6 y = f(x) nghich bién (giam) trén K néu v&i moi cip X1, X, thudc K ma
X1 nho hon X, thi f(x;) 16n hon f(xy), tic la
X1 < Xp => f(x1) >f(x2) ;
Ham s6 dong bién hoic nghich bién trén K duoc goi chung 1a don diéu trén K.
2. Tinh don diéu va diu ciia dao ham
Ta thuwa nhdn dinh Ii sau day
Cho ham sdy =f(x) c6 dao ham trén K.
a) Néu f’(x) > 0 v&i moi X thudc K thi ham s6 f(x) dong bién trén K.
b) Néu f’(x) < 0 véi moi x thuoc K thi ham sb f(x) nghich bién trén
K.
Il - QUY TAC XET TiNH PON PIEU CUA HAM SO
1. Quy tic
1. Tim tap xé&c dinh. Tinh f~ (x)
2. Tim cac diém tai dé f’(x) bang 0 hoac f’(x) khong xac dinh.
3. Sap Xep cac dlem do theo thtr ty tang dan va lap bang bién thién.
4. Néu két luan vé cac khoang dong bién, nghich bién ctia ham sb.

2. Ap dung
Tim cac khoang don diéu ciia ham s§ y =x® - 3x + 1.
Giai:

e TXD:D=R.
e y'=3x°-3.
e y=0sx=1hoacx=-1.
e BBT:

X | —o -1 1 + 0

y' + 0 -0 +
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NS

Két luan: Ham sd& nghich bién trén khodng (—l;l) va déng bién trén khodng
(—o0;—1) U (L;+ )
BAI TAP ,
Bai 1:Xét tinh don diéu caa cac ham so sau:
a. y=—x"+3x>-1
b. y=x*-2x>+3

covo x+1

Yo s

dys= %x3+3x2—7x—2
3x+1

e.y=
1-Xx

f.y=4x"-x-20
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§14. CUC TRI CUA HAM SO

I. KHAINIEM CUC DAI, CUC TIEU ’
Pinh nghia: Cho ham so y = f(x) xac dinh va lién tuc trén khoang (a ; b) (co6 thé a
la —0: b 1a +oova diém Xo e(a;b).
a) Néu ton tai s6 h >0 sao cho f(x) <f(xo) v&i moi Xe(Xo—h;XO+h)
Va X # X, thi ta n6i ham s6 f(x) dat cuc dai tai Xo.
b) Néu ton tai s6 h >0 sao cho f(x) >f(xo) v&i moi Xe(Xo—h;XO+h)
Va X # X, thi ta n6i ham s6 f(X) dat cuc tiéu tai Xo.
biém cuc dai va cuyc tiéu duwoc goi chung 1a diém cuc tri.
Gia tri cuc da va cuc tieu duoc Qoi chung la cuc tri.
1. PIEU KIEN DU PE HAM SO CO CUC TRI

Ta thtra nhan dinh ly sau day
Pinh i 1

Gia st ham s6 y = f(x) lién tyc trén khoang K =(X0 —h; %, + h) va ¢6 dao ham trén K
hodc K\ {xo}véi h >0.
a) Néu f'(x)>0 trén khodng(X,—h; X)) va f'(x)<0 trén khoang
(X5 Xo +h) thi xo 1a méz diém cyc dai ciia ham sé f(x)
b) Néu f'(x)<0 trén khoang(X,—h;X,) va f'(x)>0 trén khodang
(X5 Xo+h) thi xo 1a mgs diém cyc tiéu cua ham sé f(x)

X Xo-h Xo  Xoth X Xo-h Xo  Xgth
f'(x) + 0 - f'(x)

- o +

f(x) fca\ f(x) \

/ fer /
111. QUY TAC TIM CUC TRI

QUY TACI

1. Tim tp xdc dinh. Tinh f*(X)
2. Tim cac diém tai do f'(x) bang 0 hogc f'(x) khong xac dinh.
3. Léap bang bién thién. q
4. Tu bang bién thién suy ra cac diém cuc tri.
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Vi du 1: Tim cac diém cuc tri cia cac ham s6 y=x* —3x+1

Giai:
D=R
y =3x"-3
y~:0<:{x:1 :{y:—l
x=-1 y=3
X| —o -1 1 +
y' + 0 -0 +
y 3
/' N\l Ve
X = -1 1a diém cyc dai
x =1 la diem cuec ticu
DPinh li 2:
Gia str ham sd y = f(X) c6 dao ham cip 2 trong khoang (X0 —h; %, + h), Vo
h > 0. Khi do:

a) Néu f'(xo) =0, f'( Xo) > 0 thi xq 13 diém cuc tiéu.
b) Néu f'(xo) =0, f"( Xo) < 0 thi Xo 1a diém cuc dai.
Ap dung Pinh 1i 2, ta ¢6 quy tic sau ddy dé tim cac diém cuc tri cia mot ham sb.
QUY TAC Il
1. Tim tap xac dinh. Tinh f'(x).
2. Gidi phuong trinh f'(x) = 0 va ki hiéu ¥ (i=12,3.......) 1a cic
nghiém cuia no.
3. Tinh f'(x) va, f"( x;)
4. Dya vao ddu caa f"( X;) suy ra tinh chat cuc tri cua diém x;.
Vi du 2: Tim cuc tri ctia ham s6 Tim cac diém cyc tri caa ham sb
fx) =x*—2x* + 1
Giai
Tap xéac dinh cia ham s6: D =R
£(x) = 4x> — 4x = 4x(x* — 1)
Px)=0 <x=£1;x=0
(x) = 12x* - 4
°(+1) =8>0 =x =-1 va x = 1 1 hai diém cuc tiéu
£2(0) =-4 <0 =x = 0 1a diém cyc dai
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BAI TAP , q ,
1. Ap dung quy tac I tim cac diém cuc tri cua cac ham so sau:
a. y=x"—4x+3
b. y=x*-2x"+1
2. Ap dung quy tac I, tim diém cyc trj ctia cac ham sé sau:
a. y=2x"+3x*-36x-10
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§15. GIA TRI LON NHAT VA GIA TRI NHO NHAT CUA HAM SO

|. PINH NGHIA
Cho ham s6 y = f(x) xac dinh trén tap D.
a) S6 M dugc goi 1a gia tri 16n nhat cua ham sb y = f(x) trén tdp D néu f(x) < M véi
moi X thudc D va tdn tai X, € D sao
cho f(xe) = M.
Ki hiéu M =max f (x)
D
b) S6 m duoc goi 1a gia tri nhé nhat ciia ham s6 y =f(x) trén tap D néu f(x) > m véi
moi X thude D va tdn tai X, € Dsao cho f(xq) = m.
Kihicu m=min f (x)
D

Vidu 1:
Tim gid tri 16n nhat va gia tri nho nhat cia ham sé  y = £(x) = x> —4x+3
Giai:
D=R
y =2x—4
y=0x=2
X| —oo 2 + oo
y - 0 +

vl >N a1

Vay mRinf(x) =1

Il. CACH TINH GIA TRI LON NHAT VA GIA TRI NHO NHAT CUA HAM SO TREN MQT
POAN

1. Pinh ly

Moi ham sd lién tuc trén mot doan déu cé gia tri 16n nhat va gia tri
nho nhét trén doan do.
2. Quy tic tim gia tri I6n nhit, gia tri nhé nhat caa ham sé lién tuc trén mat
~ doan
Quy tac 1:

1. Tim céc diém X, X5,....%, trén khoang (a ; b), tai do f"(x) béng 0 hoac
f'(x) khong xac dinh.

2. Tinh £ (), f (%), F (%), f (%), f (D)
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3. Tim s0 16n nhat M va s6 nho nhat m trong cac so trén. Ta co

M =min f
[asb]

Vidu 2: Tim GTLN ctia ham sé f(x) = 1 4
+ X

Giai
D=R
f1(x) = %; f'(x) =0 = x=0
f0)=4
S)=2
f=)H=2

m=min f (X
[ab] ()

trén [-1;1]

2

maxf(x)=4 trén [-L1]  minf(x)=2 trén [-L1]

BAI TAP

1. Lap bang bién thién va tim GTLN, GTNN cua cac ham sé sau:

a. y=x’ trén [-3;0]

b. :X—Jrlt“ 3,5
y 1 rén [3;5]

c. f(x)=-x*+3x* trén [-11]

+1

X
d. f(x)= %1

trén [1;3]
2. Tim GTLN,GTNN cua ham sé;

a. f(x)=x*-3x>-9x+35 trén [—4;4]

b. f(x) =v5—4x trén [-11]

c. f(x)=x*+2x*+1trén [-1;3]
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§16. TIEM CAN

I. PUONG TIEM CAN NGANG

Pinh nghia 1. Cho ham sé y = f(X) xac dinh trén mot khoang vo han (1a khoang dang
(a;+0);(—o0;b) hodc ((—oo;+0)). Puong thang y = yo 1a duwong tiém can ngang
(hay tiém can ngang) cua d6 thi ham sé 'y =f(x) néu it nhat mot trong cac diéu kién sau
duoc thoa man
Iim f(x)=y, ; lim f(x)=

() Yo » 1M (X)="Yo

X—>+00
Vidu 1:
Tim TCN ciia db thi ham sé y = 2 +53
x_
Giai
x[2+3]
lim 253 _ fim )
X—>+00 .X—S xX—>+00 ( j
x| 1——
X

< . X+
Hoac Ilim = lim
X0 X — 5 X—>—0 ( 5 j
X

Tiém can ngang y =2

I1. PUONG TIEM CAN PUNG
Pinh nghia 2. Puong thang x = X, duoc goi 1a dwdng tiém can ding (hay tiém can
dung) cua d6 thi ham séy =f(x) néu it nhat mot trong cac diéu kién sau duoc thoa man

lim f(x)=+c0 ;lim f(x)=-o0

X—X5 X—>Xy
lim f(X):—oo : lim f(X):+oo
X—Xg XXy

2x+3
x-=5

Vi du 2: Tim TCD ctia d6 thj ham s6 y =
Giai
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. 2x+3
lim =

=57 X —5

+00

Hodc lim 23—
x—5 x—5

Tiém can dang x=5

CHUY

Cho ham sé y = &X*+2

cx+d

( bj
x| a+—
. ax+b . X a
lim =lim —<% =

Truong CDKT Ly Tu Trong TP.H6 Chi Minh

== suyraTCN y=2
x%iwcx_i_d X—>to0 d C y y el
X|c+—
X
lim aX-i-b:oo hoac lim ax+b:oo suy ra TCD x=—é
dex+d ,dcx+d c
BAI TAP
1. Tim cac tiém can cua do thi ham s6
—x+7
a. y=
x+1
2x—-5
b. y=
Y S5x—-2
_2-x
C.y—9_ 5
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§17. KHAO SAT SU BIEN THIEN VA VE PO THI CUA HAM SO

I. SO DO KHAO SAT HAM SO

1. Tap xac dinh

Tim tap xéac dinh cua ham so

2. Swbién thién

« Xét chiéu bién thién cua ham so:

+ Tinh dao ham y',;

+ Tim cac diém tai d6 dao ham y" bang 0 hodc khong xac dinh ;
+ Xét ddu dao ham y' va suy ra chiéu bién thién ctia ham sd.
e Tim cuc tri.

e Tim cac gidi han tai v cuc, cac gioi han vo cuc va tim ti€ém can (néu

co).

e Lap bang bién thién (Ghi cac két qua tim dugc vao bang bién thién).

3. Do thi

Dua vao bang bién thién va cac yéu t6 xac dinh ¢ trén dé v& do thi.
Il. KHAO SAT MQT SO HAM PA THUC VA HAM PHAN THUC

1. Ham sé bac ba y = ax® +bx? +cx +d

a>0

a<?o

Phuong trinh
y'=0
c6 hai nghiém

phan biét

\

Phuong trinh

y )):0
c6 nghiém kép
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Phuong trinh

y7=0
vO nghiém

Vi du 1: Khao st su bién thién va vé do thi ham sé y=x* +3x*> —4
Giai
TXDb: D=R
y’ = 3x% + 6X
Yy =0e3x°+6x=0
S x=0=> y= 4
X=-2=> y= 0

lim (X3 +3x%-4)=-w

X—>—00

lim (X% + 3x% - 4) = +0

X—>+x©

BBT
X -0 -2 0 +00
4 -0 +

+ 0
y _00/0\4/+oo

Ham sé ddng bién trén (-0 ;-2 ) va ( 0;+w)
Ham s6 nghich bién trén (-2; 0)
Ham s6 dat CD tai X = -2 ; ycp=0
Ham s6 dat CT tai X = 0; ycr= -4
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|81

T

Vi du 2: Khao sét sy bién thién va vé d thi ham s6
y=—x +3x> —4x+2

Giai:
TXD: D=R
y’=-3x* +6X - 4
y’ <0, vxeD
limy=+o0; limy=—o
BBT
X -00 +00
4 -

y +00 \
-0

Piém dac biét: (1; 0); (0; 2)
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2. Ham s6 bac bén y =ax* +bx> +cx® + dx +e
a>0 a<o

Phuong trinh
y'=0

6 ba ANVA
nghiém phan \/ \/

biét

Phuong trinh
y'=0

c6 mot

nghi¢m

Vi du 3: Khao sét sy bién thién va vé d6 thi ham s6 y = x* —2x> -3
Giai:
Txd: D=R
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y =4x° —4x
x=0 y=-3
y=0|x=1 =|y=—4
x=-1 y=—4

limy = limx4(1—%—i4) =40
X—>+400 X—>+00 x x
limy = limx4(1—£—i) = 400
X—>—00 X—>—®© x2 x4
X |- -1 0 1 +w

- 0+0 -0+

y
VTR _4/3 W e

/N
_ax+b

. _y=—— (c#0; ad-bc#0)
4, Pd thi ham s~ Cx+d
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D =ad-bc >0 D=ad-bc<0

S

Vi du 1: Khao sat sy bién thién va vé d6 thi caa hamsé y = X_“L‘I’
X_
Giai:
TXD: D=R\{}
Su bién thién:
—4

'=———— <0 Wx=1
)
Suy ra ham s6 luon nghich bién trén (—oo,1);(1,+e0)
Ham sé khéng c6 cuc tri.
. . X+3
Iimy=Ilim— =40

x—1t x—1" X—l

. . X+3
Iimy=Ilm——=—x0
x—1" -1 X =1

Suy ra x=1 1a TCD.

imy=1
Sugﬁg y=11a TCN.
X |-o0 1 +00
y 1\‘ +N
e 1
Do thi;

T6 Toan- Khoa Khoa hoc co ban Trang 63



Tap bai giang toan 3A Truong CDKT Ly Tu Trong TP.H6 Chi Minh

| | L
||||||||||||||||

J
\
Vi du 2: Khao sét sy bién thién va vé d6 thi cia hamsé y =
Giai:

_ax+b 2x+1

Cex+d  2x—4
TXD D=R\{2}
Su bién thién:

y':

1-2x
2x—4

LZ >0 Vx#2

(2x-4)

Suy ra ham s6 ludn dong bién trén (—o,2);(2,+)
x=2 la tiém can dang

y= -1 la tiém can ngang

X|-co 2 +o0
}’I
ﬁo 1
y
-1 ‘o
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I11. SU TUONG GIAO CUA CAC PO THI
Gia st ham s6 y =f(x) c¢6 d6 thi 1a (C;) va ham sd y = g(x) c6 do thi 1a (Cy). Bé
tim hoanh d6 giao diém ctia (C;) va (C,), ta phai giai phuong trinh f(x) = g(x).
Gia st phuong trinh trén c6 cac nghiém la xg, X3, X, ... Khi do, cac giao diém
cta (Cy) va (Cy) 1a Mo(Xo, f(Xo )), Mi(xi, f(Xi )),-...

Vi du:

a. V& dd thi ham sé y = x® +3x? -2

Giai:

o
i
T

N
n
T

[N
h
T

b/ Sir dung dd thi bién luan sé nghiém cua pt : x* +3x* -2 = m

Giai:
S6 nghiém cua pt bang sé giao diém cua db thi hs y = x> +3x? -2 va duong thang y = m.
m>2  : phuong trinh c6 mot nghiém

m =2 : phuong trinh c6 hai nghiém
-2<m<2 : phuong trinh ¢6 3 nghi¢m
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m =-2 : phuong trinh c6 hai nghiém
m<-2  : phuong trinh c6 mot nghiém

BAI TAP . ]
1. khao sat do thi ham so bac ba sau:
a.y:2+3x—x3 b.y:—x3+4x2—4x
c.y:x3+x2+9x d.y:2x3+5
2. khao sat @6 thi ham sé bac bon sau:
ay=-x*+8x>-1 b.y=x*-2x?+2
14 2 3 2 4
‘ c.y_Ex —X ~5 d.y=2x“-x
3. khao sat do thi ham phan thirc sau:
y=x_+3 b.y=1_2X c.y:_x+2
. x—1 . 2x-4 2x+1
4. Khao sat do thi ham so. Tir dé tim so nghiém cia cac phwong trinh sau:
a)x° —3x%2+5=0 b)—2x3+3x>-2=0

c)2x2 —xt=21

5.a. Khio sat sy bién thién va vé do thi ham s6 y= —x3+3x+1
b. Dwa vao do thi ham s, bién luin vé s6 nghiém ciia phwong trinh sau theo tham
so m: x®-3x+m=0

ON TAP CHUONG |V

1. Tim khodng don di¢u ctia cac ham so sau:
a)y=—x3+2x?—x-7

X—=95
b)y=—2
1-x
2. Tim cuc dai, cwe ti€u cia ham so sau:

y= x*—2x% +2
3. Tim tiém ding va tiém cin ngang ciia ham sd sau:
_ 2x+3
y= 2—X

4. Khao sat cac ham so sau:
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a) y=—x3 +3X2+9x+2
b)y= X +3x% +1
Dua vao dd thi ham s, bién luin sé nghiém céia phwong trinh sau:

X3 +3x2 +1=g

T6 Toan- Khoa Khoa hoc co ban Trang 67



Tap bai gidng toan 3A Trwong CDKT Ly Tw Trong TP.H6 Chi Minh

T6 Toan — Khoa khoa hoc co ban Trang 68



